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Nous désirons, avant tout, expliquer pourquoi nous avons osé 
écrire un livre sur les fonctions elliptiques, si peu de temps 
apres la publication du Traité que l’on doit 4 Halphen. Il va 
sans dire que nous n’avons point la prétention de remplacer ou 
d’égaler l’ceuvre de ce Maitre; celle-ci est inachevée; mais la par- 
tie qui reste incomplete, qui était attendue avec impatience par 
ceux qui aiment la Science pour elle-méme et pour sa beauté 
propre, n’aurait pu avoir qu’up nombre restreint de lecteurs, que 
peuvent contenter, dans une certaine mesure, les beaux fragments 
publiés par M. Stieltjes : il ne nous appartient pas de compléter 
Poceuvre d’Halphen. 

C’est un livre beaucoup plus élémentaire que nous avons tenté 
d’écrire; ce sont les étudiants de nos Facultés que nous avions en 
vue ~ nous avons essayé de faire un livre qui se raccordat avec 
Penseignement qui leur est donné; s’ils peuvent, aprés nous avoir 
lus, traiter des applications faciles et les pousser jusqu’au bout; 
si quelques-uns d’entre eux complétent leurs connaissances dans 
le livre d’Halphen, s’ils étudient en particulier les belles applica- 
tions quiremplissent le second volume, s’ils se retrouvent sans 
peime dans les Formeln und Lehrsdtze zum Gebrauche der 
elliptischen Functionen que M. Schwarz publie d’aprés les le- 
cons et les notations de M. Weierstrass, s’ils lisent les Mémoires 
fondamentaux d’Abel et de Jacobi, s’ils pénétrent enfin dans la 
riche et admirable littérature des fonctions elliptiques et prennent 
en particulier connaissance des recherches de Kronecker et de 


M. Hermite, nous aurons entiérement atteint notre but. 
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Il nous reste a faire connaitre l’ordre que nous avons suivl. 

Nous avons réuni dans une Introduction les éléments de la 
théorie des séries et des produits infinis qui nous ont paru indis- 
pensables. Les propositions fondamentales de la théorie des fonc- 
tions d’une variable imaginaire qui se déduisent de la considéra- 
tion des intégrales prises entre des limites imaginaires, propositions 
dont nous ferons largement usage, ont été, dans cette Introduc- 
tion, systématiquement laissées de cété: elles sont, depuis long- 
temps, inscrites dans le programme de la licence és Sciences 
mathématiques; elles sont partout trés bien enseignées et sont 
développées dans d’excellents livres, qui sont bien connus. On 
insiste souvent moins sur Je rdle que jouent, dans la théorie des 
fonctions, les séries ordonnées suivant les puissances entiéres de 
la variable, bien que Cauchy ait mis pleinement ce réle en lu- 
mi¢re (1). Il nous importait surtout d’exposer avec détail quelques 
uns des résultats essentiels obtenus par M. Weierstrass. Cette 
Introduction, nous espérons que beaucoup de nos lecteurs pour- 
ront se dispenser de la lire en entier; mais si, dans la suite, ils 
ont quelque inquiétude sur la rigueur de certaines démonstrations 
cl ansformations, ils pourront y recourir. 

Nous introduisons immédiatement la fonction ou sous forme 
de produit infini. Cette voie directe, qui est celle de M. Weier- 
strass, nous a paru naturelle et facile dans l’état actuel de l’en- 
seignement. Les propriétés essentielles de cette fonction et de 
celles qui en dérivent sont développées dans le présent volume. 
Le volume suivant contiendra la théorie des fonctions S et les 
théoremes généraux sur les fonctions doublement périodiques, 
déduits pour la plupart de la proposition célébre de M. Hermite 
sur la décomposition en éléments simples. Il terminera ce qui se 
rapporte au Calcul différentiel. Nous exposerons dans le Tome III 
le probléme de inversion, les théories et les procédés qui con- 


cernent l’intégration. Enfin, dans le dernier Volume, nous déve- 


(") Il y a déja longtemps que M. Méray l’a exposé d’une facon systématique 
dans son Precis d’ Analyse infinitésimale et dans une suite de beaux Mémoires 
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lopperons quelques applications, d’une nature élémentaire, se 
rapportant a des branches diverses de la Science. 

Un des ennuis de la théorie des fonctions elliptiques est dans 
la richesse méme des formules qu’elle comporte et que la mémoire 
semble incapable de fixer. IL faut pouvoir renvoyer a ces formules 
et les retrouver facilement ; nous avons adopté, pour les plus im- 
portantes, un systéme de numérotage auquel nous prions le lec- 
teur de vouloir bien s’accoutumer. II les retrouvera toutes, avec 
leurs numéros, dans un Tableau dont la premiére partie parattra 
a la fin du Calcul différentiel : ce Tableau constituera comme 
un résumé de la Théorie et facilitera beaucoup, nous l’espérons, 
la lecture et usage de notre livre. 

Les notations que nous avons adoptées au début sont, sauf 
quelques légéres modifications sur lesquelles nous nous explique- 
rons tout al’heure, celles de M. Weierstrass; mais nous n’avons 
pas cru devoir nous borner aux fonctions qu'il a introduites. Ces 
fonctions sont, d’une part, trés propres a traiter de la facon la 
plus simple beaucoup d’applications, beaucoup de celles, en par- 
ticulier, qui se rapportent a la Géométrie et a la Mécanique. 
D’autre part, elles se prétent trés bien, en raison méme de la 
facon symétrique dont les périodes y figurent, a exposition d’un 
trés grand nombre de propriétés, qui peuvent étre regardées 
comme véritablement élémentaires. Il nous a done paru qu’elles 
constituaient un excellent point de départ. Mais, d’un autre cété, 
bien des propriétés, et des plus importantes, tant en Algébre 
qu’en Arithmétique, n’apparaissent que lorsqu’on sépare les pé- 
riodes : elles restent cachées la ot les périodes sont engagées 
d’une facon symétrique. La ot importe cette séparation des pé- 
riodes, d’autres notations reprennent l’avantage. Nous avons 
done cru devoir laisser une place considérable 4 ces fonctions de 
Jacobi, dont on a dit qu’elles ne joueraient plus qu’un réle his- 
torique : a la vérité, ce role serait encore assez beau. Il ne faudrait 
pas s’étonner si la multiplicité des notations se trouvait étre dans 
la nature des choses et s’il convenait d’en changer suivant les 


questions que Von aborde. Il semble d’abord que cette multiph- 
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cité soit une géne et un ennui, il se peut qu'elle soit une ri- 
chesse. Quoi qu’il en soit, nous avons mis tous nos soins a bien 
expliquer comment les diverses notations se raccordent les unes 
aux autres et a faciliter la lecture des principaux Mémoires et 
Traités. 

C’est le désir d’une parfaite symétrie qui nous a conduits a écrire 
W4, M2, W3 la o& M. Weierstrass écrit w, —w", w!. Cette modi- 
fication n’altére pas les fonctions du, 0, u, 2 uU, 3, u: elle per- 
met de condenser singuli¢érement les formules et d’en écrire une 
seule lorsque, autrement, il faut en écrire trois. Ce changement 
présente quelque inconvénient (') : le plus grand, a nos yeux, 
est d’obliger a quelque attention le lecteur qui voudra se reporter 
aux Formeln und Lehrsdtze (*) de M. Schwarz. C’est au lecteur 
a juger si les raisons de symétrie, qui nous ont décidés et qui 
sont évidentes, étaient assez fortes pour que nous nous permis- 
sions de nous mettre un peu en désaccord avec cette belle publi- 
cation, qui présente, a tant d’égards, un caractére définitif : c’est 
aprés bien des hésitations que nous nous sommes résolus a ce 
léger changement. 

Paris, le 29 octobre 1892. 


Le lecteur, qui voulant se borner a un apergu de la théorie et acquérir 
seulement les notions indispensables aux applications élémentaires des 
fonctions elliptiques a la Mécanique, pourra, dans Ja partie du Calcul diffé- 
rentiel contenue dans ce Volume, se dispenser de lire les n* 96, 116, 117,419 
et s’arréter a la fin du n° 122. 


(*) Voir la note de la page 202. 

(7) Voici le titre de Védition francaise de ce Recueil : Formules et proposi- 
tions pour Vemploi des fonctions elliptiques, d’aprés des lecons et des notes 
manuscrites de M. K. Weierstrass. 
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INTRODUCTION. 


CHAPITRE I. 


DES SERIES ET PRODUITS INFINIS A TERMES CONSTANTS. 


I. — Séries et produits infinis 4 simple entrée. 


1. Si a désigne un nombre réel ou imaginaire, nous emploie- 
rons l’expression valeur absolue de a, que l’on réserve d’ordinaire 
au cas ol @ est réel, avec le sens que l’on donne habituellement, 
dans la théorie des nombres imaginaires, au mot module, qui a, 
ailleurs, des significations diverses : cette valeur absolue sera dé- 
signée par le symbole | a]. 

Nous supposons connues les propositions élémentaires relatives 
aux séries a termes réels ou imaginaires, la notion de convergence 
absolue, la possibilité de changer l’ordre des termes dans une 
série absolument convergente et de grouper comme l’on veut les 
termes d’une pareille série, chaque groupe ne comprenant qu’un 
nombre fini de termes, enfin les régles relatives a addition et a la 
multiplication des séries. 

T. et M.— I. I 
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Nous désignerons par Je symbole 


la somme d’une série convergente 
Ohi a= ODA 9 oS Gamo oc < 


Nous aurons souvent a considérer des suites de termes dans 
lesquels l’indice, qui sert a distinguer les termes, peut prendre des 
valeurs entiéres positives, nulles ou négatives : une telle suite 
est donnée quand on se donne la loi qui détermine chaque terme 
en fonction de l’indice. 

Supposons essentiellement que les deux séries 


Ha Gy, 3 Gy Hoe On ss 


Oh a OKO oe Cp AR Ola 


soient absolument convergentes; nous représenterons alors par 
Pun ou lautre des symboles 


= 0) 


le nombre obtenu en ajoutant les sommes de ces deux séries; 
c’est encore, si l’on veut, la somme de la série 


Ay + (A, + A-1) + (@o+ Ag) +...+ (An + Gn) +..., 


dont le (n+ 1) terme est @p+a_n. On pourrait d’ailieurs 
grouper les termes d’une infinité de maniéres. 

On a besoin quelquefois d’exclure de la sommation un ou plu- 
sieurs termes de la suite, le terme a) par exemple : on emploie 
alors des signes particuliers que nous indiquerons plus tard. 

Il peut étre utile de faire observer que la facon dont nous avons 
précisé la signification des précédents symboles rend incorrectes 
quelques expressions dont l’usage est courant et dont nous nous 
servirons nous-mémes a l’occasion quand elles ne pourront causer 
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[SS) 


aucune ambiguité : dire que la série 


s an 


n 


est convergente ou absolument convergente semble inutile, puis- 
que, autrement, |’emploi du symbole serait illégitime : dire que 
cette série est divergente est encore plus incorrect. Dans ces fa- 
cons de parler, ce n’est pas a la somme de la série qu'il faut pen 
ser, mais uniquement a la loi de succession des termes de la série. 
Pour que le langage fit irréprochable, il faudrait employer des 
mots différents. 


2. Nous allons donner maintenant les propositions élémen- 
taires relatives aux produits infinis ('). 
Considérons la suite infinie 
I+@, I+@, ..., I+4n, 
et posons 
Prp=(U+ %) (1+ a2)...(1+ Gn). 


On aura évidemment 
Rp Pra — en Ppt, 


Py = 1+ G+ G2 Py+ @3Po+...+ QnP rs, 


de sorte que, 2 grandissant indéfiniment, P, tendra ou non vers 
une limite suivant que la série 


SS On = ORI 5 ote Chal an Se Cipuile Seo as 


sera convergente ou non, et cette limite, si elle existe, sera la 
somme de la série. 
Si cette série est convergente, le produit infini 


(A+ @)(1+ a)... id +a)... 


a donc un sens et l’on peut lui donner pour valeur la somme de 


(7) On peut consulter sur ce sujet le Traité d’Analyse de Cauchy et le Mé- 
moire de M. Weierstrass : Ueber die Theorie der analytischen Functionen 
(Crelle, t. 51); nous empruntons l’emploi de la série que nous nommons égui- 
valente a M. Mittag-Leffler (Acta mathematica, t. I, p. 30). 
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la série : cette série est dite éguivalente au produit infini; ay, 
ee Oi sont les termes du produit infini; 1+ a, 
TGs, «23; lady, v.. én sont les facteurs, loutetois,satmene 
conserver aux produits infinis les propriétés essentielles dun 
nombre limité de facteurs, nous ne laisserons pas a la notion de 


produit infin la généralité qui précede. 


3. Avant de préciser les restrictions qui vont étre apportées a 
celte notion, considérons le cas ot chacun des termes dp est réel, 
positif ou nul. Les nombres P,, Ps, ..., Pr, ... sont alors posi- 
tuifs et au moins égaux a un; la série 4 termes positifs, équivalente 


au produit infini 


T+ Q@+ G)2Py+...+ apnPniit..., 


ne peut ¢tre convergente que si la série 


Qt Ao... t+ an +... 


est elle-méme convergente. Réciproquement, si cette derniére sé- 
rie est convergente, P, tend vers une limite quand n augmente 


indéfiniment. 

En effet, lorsque n augmente, P,, ne peut qu’augmenter; afin de 
prouver que P, a une limite pour 7 infini, il suffit donc de prouyer 
que P, reste toujours inférieur a un nombre fixe. Or imaginons 


qu’on déyeloppe le produit 
(1+ a) (I+ @)...(1+ ap) 
et qu'on l’écrive 
T+ Ay + Ag+... 4+ An t+ Gag +...+ 4,02... An} 


en posant 
Ay, = @+ @5--...-- ap 


et en désignant par A la somme de la série convergente 
Oy 1 Qe--...1- Ap... 
on voit de suite que Pona 


A ING ING 
1s ee I+ iG | ev +- nl nN ehn A 
at e 
I 1.2 Wie. acs 
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et la proposition est ainsi démontrée. II est a peine utile de dire 
que la série équivalente au produit infini, dans laquelle la somme 
des n-+1 premiers termes est égale 4 P,, est alors convergente. 

Ainsi, lorsque les nombres @,, a2, ..., Gn, +» sont positifs ou 
nuls, la condition nécessaire et suffisante pour que 


Py, = (1+ a) (1+ a)... (1+ an) 
ait une limite pour 7 infini est que la série 
Ce ee Oe 


soit convergente. S’il en est ainsi, cette limite, qui est la valeur 
du produit infini 


Ge ie eS, 


se représente par le symbole 


nrn=o 


[] c+. 


m1 


4, En supposant qu’on se trouve dans les conditions précé- 
dentes, nous allons démontrer que la valeur du produit infini est 
indépendante de l’ordre de ses facteurs. 

Supposons, en effet, que, en rangeant d’une facon quelconque 
les termes (tous positifs) de la suite 


Gig Gin “ootne “CIs cO00 


on obtienne la suite 


et soit 


Le produit d’autant de facteurs que l’on voudra pris, chacun une 
fois, parmi les nombres 1+ a, ou 1+ dp, est inférieur a P; donc 
le produit infini dont le n*™° facteur est 1+ b, est convergent et 
sa valeur est au plus égale 4 P. D’autre part, si l’on choisit arbi- 
trairement un nombre Q plus petit que P, on peut déterminer un 
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entier positif / tel que le produit 
(1+ a) (1+ ag)...(1+ ap) 
soit plus grand que Q; si la suite 
Bin Wi svn OF 
contient tous les termes de la suite 


(2 a2, teen ah, 
le produit 
(1+ 64) (1+ bg)...(1+ Og) 


dépassera Q; donc la valeur du produit infini 
(1+ 0,) (1+ bg)...(t+ bn)... 


dépasse Q: elle est donc égale a P. 


5. Supposons maintenant que a, a2, ..-, @n, --- soient des 
nombres quelconques, réels ou imaginaires : nous dirons que le 


produit infini 
(I+ @)A+da2)...(1+ apn)... 


est absolument convergent, si la série 
Gi SOON S35 0 ome Car ain as 


est absolument convergente. 


Nous allons montrer que le produit P, des n premiers facteurs 
d’un produit infini absolument convergent tend vers une limite 
quand n augmente indéfiniment. Cette limite, qui est la valeur du 
produit infini, se représente encore par le symbole 


ie + Qn): 


rer 


Nous montrerons, en outre, que cette valeur ne dépend pas de 
ordre des facteurs et qu’elle ne peut étre nulle que si l'un des 
facteurs est nul. Nous emploierons d’ailleurs, pour les produits 
infinis comme pour les séries, les mémes expressions incor- 
rectes (n° 4) consacrées par Vusage. 
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6. Faisons d’abord la remarque suivante : Si, dans un poly- 
nome entier en @, @2, -.-, An, a coefficients réels et positifs, on 
remplace a, @2, ..., @, par leurs valeurs absolues, on obtiendra 
la somme des valeurs absolues des termes de ce polynome, et 
cette somme sera supérieure ou égale a la valeur absolue du po- 
lynome. Or le polynome 


I+ Qj+ Qo... + Qn + A1Ag+...+ a2... An, 


que l’on obtient en effectuant le développement de P,,, a ses coef- 
ficients positifs : de méme, si m désigne un entier plus grand 
que m, on voit de suite que le développement effectué de Pp 
contient, outre les termes qui figurent dans P,, d’autres termes a 
coefficients positifs; il en résulte que, si l’on regarde P» — P, 
comme un polynome développé et réduit, les coefficients de ce 
polynome seront positifs. De la résultent les conséquences sui- 
vantes : 

Si l'on désigne en général par P’, le résultat obtenu en rempla- 
cant, dans P,, a, @2, ..., A par leurs valeurs absolues, on aura 


Preteens Pm—P,2|Pm— P| Cis); 


il est a peine utile de dire que P’,— P’, est positif ou nul. Des 
inégalités analogues ont évidemment lieu, si l’on considére, a la 
place de P,,, P,, des produits formés avec un nombre fini de fac- 
teurs pris dans le produit infini, mais qui ne sont pas les premiers 
facteurs de ce produit, pourvu que la premiére expression con- 
tienne tous les facteurs qui figurent dans la seconde. 

Ceci posé, puisqu’on suppose conyergente la série a termes po- 
sitifs ou nuls 


est convergent : soit P’ sa valeur. Puisque P’, admet une limite 
pour 7 infini, 4 chaque nombre positif ¢ correspond un entier po- 
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sitif p, tel que l’on ait 
i / % 
Pi byes 
sous les seules conditions 
V>v2p; 
on en conclut, d’aprés la remarque précédente, que, sous les 
mémes conditions, ona 
[Pea lece 
et, par conséquent, P, admet une limite pour 7 infini. C’est la 
premiére des propositions annoncées. 


7. Cette limite est indépendante de l’ordre des facteurs. 

Supposons en effet que, en rangeant autrement les termes de 
la Suites @,>-@a, «-., Gy; .-s, on obtienne la suite: b,, 03, .--, 
bn, .... Le produit infini 


nun=o 


[]oriep 


il 


sera convergent et aura pour valeur P’ (n° 4); désignons en général 
par Q', le produit de ses n premiers facteurs et par Q, le produit 
des n premiers facteurs du produit infini 


n=o 


[fce+ bn), 


n=1 


produit infini qui est absolument convergent puisque la série 


est convergente, et dont il faut montrer que la valeur est égale a 
celle du produit infini 


nu=o 


[J+ e). 


m1 


Puisque les deux produits infinis 


nu—o n=o 


[]erlep, [Torte 


ih Hl n= 
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ont la méme valeur, on peut faire correspondre 4 chaque nombre 
positif ¢ un entier positif p tel que l’on ait 


(n= ties 


sous les seules conditions u > p,y>p. Orsil’on suppose p assez 
grand pour que tous les facteurs qui figurent dans P{, figurent 
aussi dans Q,,, on aura, d’aprés une remarque antéricure, 


| Qu— Py| << Qu— Py 
el, par suite, 
On Py | <<e: 


Si done lon fait croftre » indéfiniment, on aura, en désignant 


par Q la limite de Q, pour p. infini, 
(mE vise, 

et enfin, en faisant croitre y indéfiniment, 
he aot sat 


Crest ce qu'il fallait démontrer. 


© 


8. Il reste enfin 4 prouver que, si la série 


ne peut étre nul que si lun de ses facteurs est nul. 
Supposons d’abord que l’on ait, quel que soit n, 
| Diy 5 


nous allons montrer que P ne peut étre nul. On a, en effet, en 
conservant toujours les mémes notations, 
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@ailleurs le produit infini 


n=on 


IT 0-5) 


/ 
a1 


est absolument convergent : en effet, les séries 4 termes positifs 


uo n=o 
An 


: 
» Die 
I+ Qn 


m1 pial 


sont convergentes en méme temps, puisque le rapport des termes 
de rang n dans ces deux séries est [1+ a |, quanuté qui a pour 
limite Punité quand n augmente indéfiniment. II résulte de la que 
le produit des n premiers facteurs de ce produit infini tend vers 
une limite; par conséquent, P, tend vers une limite gui n’est pas 
nulle; cest ce qwil fallait établir. 

Ne faisons maintenant aucune restriction sur les facteurs 1+ Gp, 
en supposant toujours conyergente la série 


Si ’on suppose m > 7, on a évidemment 
Py =(1+ a) (1+ @)...(1 + Qn) & (14+ Qn44) (1+ AQnt2)...(1 +m), 


d’ou, en faisant grandir m indéfiniment, 


y=e 


IP =(1-+ a4) (1+ ag). an) P+ anes); 


Vai 
or, puisque l’on a 
i, Gy = @ 
pes 
p= 
on peut prendre nm assez grand pour que l’on ait, quel que soit y, 
| @nav| <13 


des lors le produit infini 
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aura une valeur différente de zéro; P ne pourra donc étre nul que 
sile produit 
(1+ @) (I+ @)...(1+ Gn) 


est nul, et, par conséquent, si l’un des facteurs 


I+ @, A+d,, ..., 1+ay 


est nul. C’est ce qu’il fallait démontrer. 


9. Nous ajouterons encore la remarque suivante, relative a la 


possibilité de grouper les facteurs d’un produit infini absolument 
convergent. 


Tout d’abord, si a, dz, .-., An, .-. sont des nombres positifs 


ou nuls, on apercoit immédiatement la vérité de la proposition 
suivante : 


Solent 7,, 22, ..., Np, -.. des entiers positifs croissants; po- 
sons 
(I+ a,)(1+@)...§@+a@,,)=1+h, 


(1+ Qny41) a+ An,+2) boo (@iae Ans) =1-+ 6, 


Rielinwal ofrs)s) 0) alielie: ‘apiotieliele se} 6, eis) Siel'p.l° (elie! ’a i¢)'m) ©) <jia/\a/ eo /6) 9) ¢ (9).050' (9) e/ 6)6i 


est convergent, il en sera de méme du produit infini 
pH=e 


[]o+% 
p=1 


et les deux produits infinis auront la méme valeur. C’est une con- 
séquence immédiate des définitions. 
Supposons ensuite que le produit infini 


soit absolument convergent, les nombres a, @2, +++; Gn; +++ 
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étant d’ailleurs réels ou imaginaires, et désignons par 1+ By, 
1+B,,...,1+B,,... ce que deviennent les premiers membres 
des égalités qui définissent 1 + b,, 1+ b2,..+,1-+ bp, «+. quand 
on y remplace a, dz, --+, Anp, «-+ par leurs valeurs absolues. 
L’égalité 
by = A+ Ag+... + An +Ua+... 
et les égalités analogues montrent que l’on a 


ByZ | be | (CGS Dip o0)b 


Le prod ait infini 


étant convergent par hypothése, il en sera de méme, en vertu de 
ce quia été établi plus haut, du produit infini 


p=e 
( j (1 + Bp): 
p=1 


la convergence de la série 


- qui résulte de la convergence du produit infini précédent, entraine 


poo 
dle I; 
p=! 


on voit donc d’abord que le produit infini 


la convergence de la série 


p=e 


[J c+ 


p=i1 


est absolument convergent. Mais il est manifeste que le produit 
des p premiers facteurs de ce produit infini, qui est formé des np 
premiers facteurs du produit infini 
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ne peut avoir d’autre limite que la valeur de ce dernier produit 
infini; on peut donc, dans ce produit infini, grouper les facteurs 
comme il a été expliqué. D’ailleurs, puisque, dans un produit in- 
fini absolument conyergent, on peut changer l’ordre des facteurs, 
on voit que le groupement des facteurs peut étre fait d’une facon 
arbitraire, pourvu que chaque groupe ne contienne qu’un nombre 
limité de facteurs. 


10. Ainsi les propriétés essentielles des produits d’un nombre 
limité de facteurs se conservent dans les produits infinis absolu- 
ment convergents. I] n’en est pas de méme des produits infinis qui 
ne sont pas absolument convergents. C’est pourquoi nous ne con- 
sidérerons ici que des produits infinis absolument convergents et 
c’est la la restriction que nous avons annoncée. 

Nous adopterons pour les produits infinis absolument conver- 
gents des notations analogues a celles que nous avons adoptées 
pour les séries. Ainsi, si les deux séries 


OKIE EE ae co aap. air fas om, 


Chea O hee 6p Se eae GO 


sont absolument convergentes, nous représenterons par le symbole 


[] c+ 


nu 


le produit des valeurs des deux produits infinis 


n=o n=eo 
[c+ []Jo+en: 
= 0 pet 
on aura d’ailleurs 
biased ° 
al (1+ Gn) = (I+ ao) [I [1+ an) (1+ an) 
n (ih 


et Von pourrait adopter une infinité d’autres modes de groupement 


des facteurs. 
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II. — Séries a double entrée. 
11. Nous avons considéré jusqu’ici des suites 
G1, 2, +++; En 


de nombres qui dépendent uniquement d’un indice, chaque indice 
indiquant le rang que le nombre qui en dépend occupe dans la suite: 
nous allons maintenant considérer des ensembles infinis de nombres 
dont chacun dépend de deux indices; un quelconque de ces nom- 
bres sera représenté, par exemple, par le symbole az,g, a, 8 étant 
des nombres entiers. Donner un pareil ensemble, c’est donner la 
loi qui détermine un terme quelconque lorsque l’on connait ses 
deux indices et leur ordre. On peut d’ailleurs supposer, sur les 
indices «, 8, qu’ils peuvent prendre indépendamment toutes les 
valeurs entiéres et positives, ou toutes les valeurs entiéres posi- 
tives, nulles ou négatives; on peut aussi supposer que lun d’eux 
ne prend qu’un nombre fini de valeurs, ou encore convenir d’ex- 
clure telles combinaisons d’indices que l’on voudra, d’apres une 
loi arbitraire. 

Si ’on imagine un plan indéfini décomposé en carrés par des 
paralléles 4 deux axes rectangulaires, distantes de l’unité de lon- 
gueur, de telle fagon, par exemple, que le centre de l'un des carrés 
soit a lorigine et que les coordonnées de tous les autres centres 
soient deux quelconques des nombres 0, 221, = 2, 223, 32 --.0n 
peut inscrire chaque nombre a,,g dans celui des carrés dont le 
centre a pour abscisse « et pour ordonnée 8; on aura ainsi con- 
stitué un tableau a double entrée; des cases en nombre fini ou 
infini peuvent d’ailleurs rester vides. 


12. Il convient tout d’abord de remarquer qu’un tableau a double 
entrée ne constilue pas quelque chose d’essentiellement distinct 
dune suite indéfinie de nombres rangés linéairement, ou dont 
chacun ne dépend que d’un indice (‘). En d’autres termes, étant 
donné un tableau 4 double entrée de nombres a,z,g, on peut 
en ranger les éléments dans une suite linéaire b,, by, ..., bp, .- 


(*) Cest la un cas particulier de propositions générales développées par 
M. Cantor. 
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de telle fagon qu’on puisse trouver pour chaque élément dy,g du 
tableau le terme 6, qui lui est égal et réciproquement. 
Considérons, en effet, les divers systémes (') non exclus de 
deux nombres entiers («, 8); nous allons montrer qu’on peut 
établir entre ces systémes et les nombres entiers positifs 1, 2, ..., 
n, ... une correspondance telle que, 4 chaque systéme, corresponde 
un entier positif et un seul et que, a chaque nombre entier positif, 
corresponde un systéme non exclu et un seul; une correspondance 
satisfaisant a ces conditions est dite univoque et réciproque. Cette 


correspondance établie, il suffira de convenir que l’on a 
a,8 = Des 


toutes les fois que le systeme (a, 8) et Ventier positif n se cor- 
respondent, pour avoir transformé le tableau a double entrée en 
une suite linéaire, ou la suite linéaire en un tableau a double 
entrée. 

Quant a la possibilité d’établir une telle correspondance, on la 
mettra en évidence, si l’on veut, comme il suit. 

Essayant de ranger sur une méme ligne tous les systémes diffé- 
rents non exclus, on conviendra, par exemple, de placer sur cette 
ligne le systeme (a, 8) avant le systéme (’, @’) si la somme des 
valeurs absolues des nombres a, ( est inférieure a la somme des 
valeurs absolues des nombres a’, (’; il ne restera plus alors qu’a 
indiquer comment on range sur cette ligne ceux des systémes non 
exclus pour lesquels la somme des valeurs absolues des nombres 
qui les composent est égale 4 un nombre entier positf donné N. 
Or ces systémes sont en nombre évidemment fini, et ’on pourra 
adopter pour les ranger telle loi que l’on voudra; en supposant, 
par exemple, que l’on ait 


eAlerts ial maibee | 


on pourra convenir de placer le systéme (2, %) avant le systéme 
(a’, 8’) sila premiére des différences «/—«, 6’— B qui n’est pas 
nulle est positive. Dés lors tous les systémes possibles sont rangés 


(1) Nous entendons par systéme de deux nombres l’ensemble de ces deux 
nombres, ensemble dans lequel il faut tenir compte de l’ordre de ces nombres. 
Deux systémes de deux nombres sont identiques si les éléments de ces systémes 
sont les mémes et sont rangés dans le méme ordre. 


16 INTRODUCTION. 

@une facon déterminée; d’abord vient le systéme (0, 0) s'il n’est 
pas exclu, puis les systémes (—1, 0), (0, —1), (0, 1), (1, 0), puis 
ceux pour lesquels la somme des valeurs absolues des éléments est 
égale 4 deux, puis les systémes pour lesquels cette somme est égale 
d trois, etc.; il suffit maintenant de faire correspondre chaque 
systéme a son rang dans la suite linéaire ainsi formée pour réaliser 
la correspondance univoque et réciproque dont il a été parlé plus 
haut. 

On voit tout ce qu’il y a d’arbitraire dans la fagon dont on a 
établi cette correspondance et il est manifeste qu’elle aurait pu étre 
établie d’une infinité d’autres facons. En particulier, la représen- 
tation géométrique qui a été décrite précédemment fournit aisé- 
ment des moyens de réaliser cette correspondance ou, ce qui revient 
au méme, de désigner sans ambiguité chaque case du tableau par 
un seul entier positif au lieu de la désigner par les deux entiers a, 8 
qui sont les coordonnées de son centre; on donnera, par exemple, 
le n° 1 a la case (0, 0) qui content Porigine; puis, tournant une 
premiére fois autour de cette case a parur du carré quia son centre 
sur la partie positive de laxe des x, on affectera des n° 2, 3, 4, 
5,6, 9, :8, 9 les huit'cases (1,/0), "(15 1), (0, 1), (1, 1),)(— In), 
(—1, —1), (0, —1), (1, —1); puis, tournant une seconde fois 
autour des cases précédentes, on donnera les n° 10, 11, ..., 25 aux 
seize cases (2, 0), (2, 1), ..., (2, —1). On continuera de la méme 
facon; au 7**™¢ tour on affectera des n° 


(ar—1)?+1, (2r—1)?+2, ..., (2r+))?, 


les 8r cases que l’on rencontre. 


Dans tous les ensembles de nombres dyz,8 que nous consi- 
dérons, nous supposerons toujours, pour simplifier le langage, 
que les indices «, 8 puissent prendre toutes les valeurs entiéres 
positives, nulles et négatives, sans exclusion. On devra alors poser 
Ay,g = 0 quand le systéme particulier (a, 8) est exclu, ou bien, si 
Pon préfére ne pas introduire ces termes nuls, on supprimera, 
dans les sommations dont il va étre question, les termes Ay,3 qui 
correspondent aux systémes d’indices (2, 8) exclus. 


13. Soit donc un ensemble de nombres Ay,g. Supposons qu’on ait 
adopté entre les divers systémes (a, 8) formés avec deux nombres 
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enters positifs, nuls ou négatifs et les nombres entiers positifs 
1, 2, ..+, M, ... une correspondance univoque et réciproque 
telle que l'une de celles qui ont été décrites plus haut, puis que 


Von fasse 
CL61 (0 On 


toutes les fois que le systéme (a, @) et le nombre n se correspon- 
dent; alors la suite linéaire 


eee Se ene ae 


contiendra une fois chacun des nombres ay, g et ne contiendra pas 
d’autres nombres. 

Inversement, étant donnée une pareille suite linéaire, on peut en 
disposer les éléments dans un tableau a double entrée. 

Supposons d’abord que tous les nombres a@y,g et, par suite, 
tous les nombres b, soient positifs ou nuls. 

On dira que ces nombres ag, sont les termes dune série con- 
vergente a double entrée, si la somme d’autant de termes que 
Von veut pris parmi ces nombres, chacun n’étant pris qu'une fois, 
reste toujours inférieure 4 un nombre fixe A; deés lors il est clair 
que la série 4 termes positifs ou nuls 


p= O55 oe Dposeaee 


est convergente et que sa somme S est au plus égale a A. 

Réciproquement, si cette derniére série est convergente et a 
pour somme S, la série a double entrée est aussi conyergente, 
daprés la définition précédente, puisque la somme d’autant de 
termes que l’on veut pris dans le tableau a double entrée est 
inférieure & S. On peut d’ailleurs prendre, dans la suite 0,, 
by, ---, bn, .+-, ou dans le tableau, assez de termes pour que 
leur somme dépasse tel nombre que !’on voudra, inférieur a S. Tl 
en résulte que la somme S est indépendante du mode spécial de 
correspondance que l’on a adopté entre les systémes (4, {) et les 
entiers positifs n. C’est le méme raisonnement que l’on emploie | 
pour prouver que, dans une série convergente a termes positifs ou 
nuls, on peut intervertir ’ordre des termes; c’est, au fond, le 
méme théoréme. 

Nous dirons parfois que S est la somme de la série a double 
entrée. 

T et M.—T. 2 
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14. Ceci posé, on va prouver les propositions suivantes : 
1° Les séries a termes positifs ou nuls 
dau 
B 


sont convergentes. 
Cc 


Nous rappelons, une fois pour toutes, ce quia été dit au n° 4, 
qu'un pareil symbole désigne le nombre obtenu en ajoutant les 


sommes des deux séries 


(1) 


) a0 igh a,’ rata Cae eases 


1 


@y,—1-- Aq, 2 2 Gy,—-B + +e 


2° Soit 


Sy = 5 Ay, B ; 
B 
la série a termes positifs ou nuls 


(2) > 


a 


est convergente et sa somme est égale aS. 


Les séries (1) sont convergentes, comme toutes celles dont les 
termes figurent, chacun une fois au plus, dans la suite b,, by, ..., 
by, »++, et leurs sommes sont, au plus, égales a S. L’emploi des 


symboles >) 40,8: Sq, est donc légitime : il est commode de dire 
6 


que sy, représente la somme de tous les termes du tableau Aa 
double entrée qui figurent dans une méme ligne horizontale. 
Soient p et g deux enters positifs. Désignons par le sym- 
bole sq,q la somme 
B=+q 


: hy, 8 = 4a,-g+ Ca,-gq+1 OCHS ay, 0 t Ay, 1 : Ay,2 tee eb aa.q; 


p=—q 


il est clair que les nombres sy,4, tous inférieurs 4 S, vont en aug- 
mentant quand «@ reste fixe et que le nombre positif g va en aug- 
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mentant; quand ce nombre augmente indéfiniment, sg,4 a pour 
limite sy. 
Désignons par le symbole ¢,, 4 la somme 


O=+ p 


> Sa, q = S—p, gr S—p+i1,g t+ +--+ S0,¢ + $1,9 + So,qt.- 0+ Sp,q3 
a=—p 


op,q peut aussi étre regardé comme la somme de tous les nombres 
dy,3, dans lesquels le premier indice est, en valeur absolue, infé- 
rieur ou égal a p et dont le second indice est, en valeur absolue, 
inférieur ou égal a g. Ce nombre, positif ou nul, ¢,,,, est donc 
aussi au plus égal aS, quels que soient p et q. D’ailleurs, op, 4 ne 
peut qu’aller en augmentant quand l’un des indices augmente ; 
lorsque, p restant fixe, g augmente indéfiniment, ¢,,, tend donc 
vers une limite au plus égale a 5S. Cette limite n’est autre chose 
que la somme 


par conséquent, la somme d’autant de termes que l’on voudra, 
pris, chacun une fois, parmi les nombres sy, est au plus égale 


aS. Ilen résulte que la série 
de 


a 


est conyergente, et que sa somme est au plus égale a S. Il est aisé 
dé voir qu’elle est précisément égale a S, car elle dépasse tout 
nombre B inférieur 4 S. On peut prendre, en effet, dans le ta- 
bleau, assez de termes pour que leur somme dépasse B, ce qui 
revient a dire qu’on peut prendre p et g assez grands pour que 
op, q dépasse B; mais la limite, pour p infini, de o,, ne peut pas 
étre inférieure 4 op, 7; cette limite est donc supérieure a B. 
On a donc, en résumé, 


=+ 0 AO=+ 0 B=+ ‘ 


s= Yee D( Ye 


aA=—0 Ooo) =—o2 


Il est clair que, au lieu de faire la somme sq des termes conte- 
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nus dans chaque ligne horizontale, puis la somme 


A=+ 0 


Sue 


C==—i00) 


de toutes ces sommes partielles, on aurait pu aussi bien faire la 
somme de tous les termes contenus dans chaque ligne verticale, 
puis la somme de toutes les sommes partielles ainsi obtenues. En 


d’autres termes, on a aussi 


B=+ A=+0 


s= 3S ( Ses 


B= = —0o 


On écrit souvent, d’une facon plus abrégée 
b) ) 


Ss =,ys Ga, B, 


a, B 


en n’indiquant pas l’ordre dans lequel s’effectuent les somma- 


tions. 
Réciproquement, si, étant donné le tableau de termes positifs 


Ax S) ieee 

ou nuls ag,g, les séries — dy,g sont convergentes, ainsi que 
«8B 

la série » Sy, et que l’on désigne encore par S la somme de cette 


a 
derniére série, on voit de suite que la série a double entrée est 


conyergente, parce que la somme d’autant de termes que l’on 
veut, pris dans le tableau, ne peut dépasser S; alors la série 


6, + bo... + On... 


est forcément convergente. Sa somme est donc égale a S, d’aprés 
le théoréme qui vient d’étre démontré. 


15. Plagons-nous maintenant dans le cas général ot les nom- 
bres ay,g sont quelconques, réels ou imaginaires. 

On dira que la série 4 double entrée, dont les termes sont ay, 4, 
est absolument convergente, si la série 4 termes positifs ou nuls, 
dont les termes sont | dx, 8], est convergente. 
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Supposons qu’il en soit ainsi; la série 
Py 3 
Pe Er espe eat ee Sige 


dont les termes sont toujours les nombres ag,g rangés dans une 
suite linéaire, est alors absolument convergente. Désignons-en 
encore la somme par S, et soit S'la somme de la série a termes 


positifs ou nuls 
| d;| + |b,|+...+ | on] +..., 


On a alors les théorémes suivants : 


di8 


8 


1° Les séries 


sont absolument convergentes. 


Cela résulte immédiatement de ce que l’on a démontré, dans le 
numéro précédent, que les séries 


Sax | 
6 


sont convergentes. 


2° Sott 


5) ay, B; 
8 
>. 


a 


la série 


est absolument convergente, et sa somme est égale aS. 


Si lon pose, en effet, p et g désignant toujours des nombres 
entiers positifs quelconques, 


bag patg 

Nhe) = > aa, B» Sag == > | @a,81, 
B=-q ay 
A=+ p A=+ p 


, in , 
opqg= Y) Sia P37 hae 


a=—p a=—p 
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il est clair que l’on aura, pour chaque entier positif p et chaque 
entier positif g, 

ISog/ 28x, | Sr,g1S%p,93 


dailleurs s, est la limite, pour q infini, de sg,,. Si done on dé- 
signe par s, la limite, pour g infini, de s,,, on aura nécessaire- 


ment 
| Sa] S sq. 
Mais, d’aprés le paragraphe précédent, la série a termes positifs 


/ 
d% 


a 


ou nuls 


est convergente; donc la série 


y.. 


a 


est absolument convergente. Il reste a prouver que sa somme est 
égale aS. 

Or si, aprés avoir choisi les entiers positifs p et q, on choisit 
Pentier positif m, supérieur a tous les entiers positifs qui corres- 
pondent a ceux des systémes (a, 8) pour lesquels ona 


helene, Seulieg: 


il est clair que la différence 


bd, t bs + oaelistest One op, 


ne sera autre chose que la somme d’un certain nombre de termes 
du tableau ay,g; on aura donc 


/ 


| Oy Oye. + Om = 6 p,g| S| O1| + 1.09] ee | Onl ep. g, 


le second membre étant, de lui-méme, positif ou nul. Faisons 
croitre m indéfiniment; cette inégalité ayant toujours lieu, on en 
déduira 


[S —¢p,q| $8'— op, 93 


si l’on fait ensuite croitre g indéfiniment, ¢p,¢ et a”, tendront 
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respectivement vers leurs limites 


A=+p 4=+p 


~ 
= ’ Tiger » , 
op oy Sa; op a Soy 


A=—p A=— p 
et Yon aura done 
Si Cp. 


Mais, lorsque p augmente indéfiniment, o’, a pour limite S’; il 
faut done que ¢, ait pour limite S. En d’autres termes, on a 


A+ 0 B=+o 


Se) Sas SS? > Qu, 8 =» au, 6. 


A=—o B=— a, B 


Il est a peine utile de faire observer que l’on pourrait effectuer 
les sommations partielles par lignes verticales, au lieu de les effec- 
tuer par lignes horizontales, et encore d'une infinité d'autres ma- 
niéres, en raison de ce que la correspondance entre les sys- 
IMCE (eno jsetles entierspositils 1,-9.4 72,.. o. esbarbitraire, 
ou: encore, en raison de ce que les termes de la série 


Dy te (Dyes oe OAS ae 


peuvent étre rangés arbitrairement. Au fond, on est parvenu a une 
généralisation compleéte du théoréme sur la possibilité de grouper 
arbitrairement les termes d’une série absolument convergente, la 
restriction que le nombre de termes contenus dans chaque groupe 
est fini étant supprimée : il peut y avoir un, plusieurs, une infi- 
nité de groupes qui soient eux-mémes des séries. 


16. Il peut étre utile de faire observer que si, étant donné le 
tableau 4 double entrée az,g, on savait que les séries 


Sx, =>. a,8 
8 


sont absolument convergentes, ainsi que la série 
) Say 
a 


on ne devrait pas en conclure que la série a double entrée dont les 
éléments sont | dy,g| est convergente. 


/ 
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17. Comme application du théoréme général qui vient d’étre 
démontré, signalons ce fait que, si deux séries 


U4 + Ug +... + Ug tee, 


a Smo oo 9B 7-8 


sont absolument convergentes, il en est de méme de la série a 
double entrée dont le terme général est ugvg, les indices #, 8 ne 
pouvant prendre ici que des valeurs positives. En rangeant ensuite 
les termes de cette série 4 double entrée en une série linéaire, de 
facon que les termes, dans lesquels la somme des indices est la 
méme, se suiyent, on retrouve la régle ordinaire de la multiplica- 
tion des séries. 


18. Voici une autre application trés importante dans la théorie 
des fonctions elliptiques. 
Soit 
her+opoy +vy? 
une forme du second degré dont les coefficients , p, v soient 
réels ; supposons, de plus, que cette forme soit positive, c’est- 
a-dire que l’on ait 
A>0, Av— pedo, 


en sorte que, quelles que soient les valeurs réelles que l’on mette 
dans la forme a la place de x, vy, on trouve un résultat positif, 
sauf dans le cas ot l’on ferait z= 0, y =o. 

Nous supposerons qu’on remplace 2, y par les divers systémes 
de deux nombres entiers positifs, négatifs ou nuls (a, 8), en ex- 
cluant toutefois la combinaison «= 0, =o, et nous considé- 
rerons la série 4 double entrée dont le terme général est 


1 
(Ag+ 2 pa + vB2)P? 


cherchons pour quelles valeurs du nombre positif p cette série 
est convergente. 

Pour faire correspondre les systémes de nombres entiers («, 8) 
aux nombres 1, 2, ..., 7”, ..., nous adopterons l’un des procédés 
expliqués au n° 42, et qui consiste essentiellement a ranger, 
sur une méme ligne horizontale, les systémes (,'8) pour lesquels 
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ona 
a) |a|+ 8] =m, 
m étant un enter positif, L’équation 

xv Sarg A =m 


admet m-+1 solutions distinctes ot a, vy sont des nombres en- 
tiers, positifs ou nuls : en tenant compte de ce que les systémes 
(z, 8), (—a, 6) ne sont distincts que si « est différent de zéro, on 
en déduit que l’équation (1) admet 4m solutions distinctes. Ceci 
posé, la suite linéaire des quantités (a, %) sera formée en placant 
d’abord les quatre systémes pour lesquels |«|+-|@| est égal a un, 
puis les huit systémes pour lesquels la méme quantité est égale a 
deux, ...; de cette facon, le tableau 4 double entrée est remplacé 
par une série linéaire a termes positifs ; cette derniére série sera 
convergente ou divergente en méme temps que la série dont on 
obtient le mi®™* terme c,, en réunissant dans un méme groupe les 
4m termes de la série primitive pour lesquels | «| + | 6| est égal 
a m. Nous allons évaluer des limites supérieures et inférieures 
de Cm. 


Ona 
2 hy — v2 
hart 248 + vB2 = + (2a + pw. )2 4 i x P G2 
I oo IS) = oe sf 
= ge Ua) : m2; 


désignons par g le plus petit des nombres positifs 


AN) (Oe i me 


4h ‘ 4y 


et par / le plus grand des nombres }, | |, ¥; on aura, en suppo- 
sant 
[al+ [8] =m, 


et en remarquant que l’un des nombres «, 8 est en valeur absolue 


. 7 1. ™m 
au moins égal a Be 


hm? 2 hat 2 paB + vB2 > gm?; 
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par suite 


gm < z 4m 
oe (B Oe 
gPm2P  ~ hP TP 


Or la série 
uo 


I 


nr 
Teal 
est convergente quand on ar >1, divergente quand on a 7&1; la 
séric dont le terme général est c,, sera donc convergente quand on 
aura 29 —1>1, oup >1, divergente quand on aura p <1. Il en 
sera de méme de la série 4 double entrée. 

On arriverait 4 la méme conclusion en utilisant la représen- 
tation géométrique décrite au n° 12 et le mode de correspondance 
obtenu en tournant successivement autour des cases; on réunirait 
alors les termes qui se suivent dans un méme tour. 

Ceci posé, désignons par a, a’, b, b' des nombres réels quel- 
conques, tels cependant que ab'— a'‘b soit différent de zéro, de 
sorte que, si l’on pose 


A=a+a't, B=6+0'1, 


A et B soient deux nombres quelconques soumis a cette seule 
restricuion que leur rapport ne soit pas réel, et envisageons la 
série 4 double entrée dont le terme général est 


I 


n étant un entier positif fixe ; % et 8 peuvent prendre toutes les 
valeurs entiéres positives, négatives ou nulles a l’exclusion de la 
combinaison a = 0, B =o. 

La valeur absolue de la quantité précédente sera 


I 


n 


(Ao2+ 2 a8 + vB2)2 
ov Von a posé, pour abréger 
a Pose; } ger, 
A=@+a?, w=ab+a'b', v = 562+ 6"; 


mais alors la forme 
hor+ ary + vy? 
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to 
SS | 


est positive, car la quantité 
hy — p2 = (ab'— a'b)2 


est positive, puisque ab’—a'b est supposé différent de zéro ; 
nous sommes donc, pour la série des valeurs absolues des termes 
de la série 4 double entrée considérée, dans le cas précédent ; la 
série des valeurs absolues est convergente si l’on a 


Se ily 


ls 


divergente dans le cas contraire. 


Ainsi, sous les hypothéses précédentes, la série 4 double entrée 


dont le terme général est 
I 


(aA + 6B)” 


est absolument conyergente quand Ventier n est égal ou supérieur 
a trots ; elle n’est pas absolument convergente pour les valeurs 
de n égales a un ou a deux. 


19. On pourrait encore considérer des séries 4 entrée p*?!* dont 


les termes 
CHI. wos 


dépendraient de p indices a, 6, ..., A. On montrerait qu’il est 
possible d’établir entre les systémes de p nombres entiers 


(a, B, S5ora) 


et la suite des entiers positifs 1, 2,..., m,... une correspon- 
dance univoque et réciproque, fondée par exemple sur le fait que 
Péquation | 
Ja[+[B8|+...+/Al=~m, 

ou m est unentier positif, n’a qu’un nombre limité de solutions; le 
reste de la théorie de ces séries s’établirait comme pour les séries 
4 double entrée. Le lecteur pourra, par exemple, s’exercer a géné- 
raliser la premiére partie du théoréme établi dans le paragraphe 
précédent, en considérant a la place d’une forme quadratique po- 
sitive A deux variables une forme quadratique positive a p va- 
riables. 
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III. Produits infinis 4 double entrée. 


20. On peut considérer des produits infinis 4 double entrée 
comme des séries a double entrée. 

Reprenons les notations antérieures et supposons les termes 
Ay,8, oa, B peuvent prendre toutes les valeurs entiéres, positives, 
nulles ou négatives, rangés suivant une suite linéaire b,, bz, .-., 
Dye 


Le produit infini a double entrée 


[hc au, 8) 
a, B 


sera dit absolument convergent si la série a double entrée dont 
le terme général est ay, est absolument convergente ; la valeur 
de ce produit infini est, par définition, celle du produit absolu- 
ment convergent 


nu=n 


P= [J u+e). 


n=1 


Nous allons prouver que cette valeur peut étre obtenue par des 
régles analogues a celles qui concernent les séries 4 double entrée. 


21. Supposons dabord que toutes les quantités ay,g soient 
positives ou nulles. 

Le produit d’autant de facteurs que l’on veut, pris parmi les 
quantités 1+ dy,g est au plus égal a P. On peut prendre assez de 
facteurs pour que leur produit dépasse tel nombre que lon yeut 
inférieur a P. 

Soient p, g deux entiers positifs ; posons 


B=+q 
It ly g = {I (I+ 44,8) = (I+ @g,-q)(1+ @y,—g41).-.(1-+ Gao) 
B=—q 
< (I+ dg,1) (1+ @g,2) so. (I-+ Gy g), 
A=+p 
t+ Xpe= |] 0+ lag) = G+ lpg) V4 Lperg)« 1 lng) 
%=—p 


<(U+ lg) Gtk)  .--C+ lpg); 
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t-++ Ap,y peut aussi étre considéré comme le produit de tous les 
facteurs 1+ a,,g pour lesquels on a 


fojep, | Rlsg; 


ly gs Ap,g sont positifs ou nuls et l’on a 


IA 


Ue ge by Toe ips. 


Quand g augmente indéfiniment, 1+ dy 7, qui augmente avec ¢, 
tend vers une limite 1+ dy, et Von a 


t+ly= | | + as,s), 
B 


ot le second membre représente, comme il a été expliqué (n° 10), 
le produit des valeurs des deux produits infinis dont les facteurs 
s’obtiennent en faisant varier, dans ay,g, 8 deo a +aetde —1 
a—o. 


D’ailleurs, si dans Vinégalité 


Ep g =P 


on fait croitre g indéfiniment, on voit, en se reportant a la défi- 
“nition de 1+ Ap,, que les 2p +1 facteurs qui le composent ten- 
dent respectivement vers 


Tate Copy. A elope eee Pe Lo, 


1+ d,, I+ dy, teey I+ Lp, 


Comme les nombres /, sont positifs ou nuls, on en conclut que le 


[}e+ Ly) 


est convergent et a une valeur égale ou inférieure a P. Mais cette 


produit infini 


valeur ne peut étre que supérieure a 1+ Ap,q; or, si l’on se 
donne un nombre positif B << P quelconque, on peut, d’une part, 
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prendre n assez grand pour que le produit 
(1+ 61) (1+ 2)... (1+ bn) 


dépasse B et, d’autre part, prendre p, g assez grands pour que 
tous les facteurs qui précédent entrent dans la composition de 
1+ hp ¢ quisera dés lors supérieur a B. Donc, la valeur du pro- 
duit infini, étant supérieure a B, est nécessairement égale a P. 
Remarquons en passant que la convergence de la série a termes 


3 
a 


résulte de la précédente analyse. 


positifs ou nuls 


22. Supposons maintenant que les quantités a@y,g étant quel- 
conques, réelles ou imaginaires, la série a double entrée dont le 
terme général est | %,,g| soit convergente. Conservons les mémes 
significations aux quantités ly 4, hp,g et posons 


Bard 

t+ lag = | +1 ac,e1), 
B=-q 
A=+ p 

t+ .g= [P04 eo) 
a=—p 

Le produit infini 
[To + aq,8) 
8 


est absolument convergent a cause de la convergence de la série a 


> | 2a,61- 
8 


La valeur de ce produit infini est la limite 1 + /, de 1+ l, g pour g 
. . Z 
infini, et l'on peut poser encore 


t+ la= [J +az,g). 
B 


termes positifs 
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Si Von fait de méme 


+4, = [[O+ | asel), 
8 


Vay eet 


on aura évidemment 


Mais, d’aprés le numéro précédent, la série 
3 
lo 


est convergente; il en est donc de méme de la série 


Dial 
a 


‘et, par suite, le produit infini 


[Th o+ 


est absolument convergent. Nous allons prouver que sa valeur est 
égal a P. 

Choisissons, a cet effet, un entier n assez grand pour que tous 
les facteurs 1+ ayz,g tels que lon ait 


[Baar eee [ig 
figurent parmi les facteurs 
1+ 6;, 1+62, ..., 1+ 6n; 


désignons par P, le produit de ces facteurs et par P), le produit 


des facteurs 
1+|'O,], 1+ [4a], -.-, t+ [Srl 


D’aprés un raisonnement déja employé (n° 45), nous aurons alors 
[Pn— (t+ Ap,qg) |SP2— A+ 4,9) 


dou, en faisant croitre n indéfiniment et en désignant par P’ la 
limite de P’, pour 7 infin, 


|P —(1+ dp, 7) |S P'— Cahn) 
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puis, en faisant croitre g indéfiniment, 


Q=+p a=+p 
p—| | (1+ ly)|<P’— i I + %). 
a=—p a=—p 


Mais, lorsque p augmente indéfiniment, la limite du second 
membre est zéro; on a donc finalement 


A=+ 0 B+ 


P=[Jo+=[] [J o+ 


“g~=—o B= 


Pour la méme raison 
B+ a =-+ 0 


| | [+ as) ; 


B= a4=— 0 


en sorte qu’on peut grouper, soit d’abord par lignes horizontales 
et réunir en un méme produit infini les produits partiels ainsi 
obtenus, soit d’abord par lignes yerticales et réunir en un méme 
produit infini les produits partiels ainsi obtenus. On pourrait en- 
core effectuer ces groupements paruels d'une infinité d’autres 
maniéres. 
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CHAPITRE I. 


DES SERIES ET PRODUITS INFINIS DONT LES TERMES 
DEPENDENT D’UNE VARIABLE. 


I. 


Définitions et premiéres propositions. 


23. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des séries ou des 
produits infinis dont les termes ou les facteurs dépendent unique- 
ment de leur rang; nous allons considérer maintenant des séries 
ou des produits infinis dans lesquels ces termes ou ces facteurs 
dépendent dune variable x réelle ou imaginaire. 

Considérons tout d’abord une telle série 


S=uUtUg+...+Unt+..., 


et supposons qu’elle soit convergente pour chaque valeur de x 
appartenant a un certain ensemble défini comme on le voudra. 
Alors la somme de cette série définit une fonction (') dont la va- 
leur est déterminée pour chaque valeur de x appartenant a cet 
ensemble. 

Désignons par S, la somme des nr premiers termes et par R, le 
reste de la série limitée au terme Up, c’est-a-dire la somme de la 
série convergente 


Un+it+ Un+eot Un+3+-- 


la série proposée est dite uniformément convergente pour les 


(7) Nous entendrons le mot fonction sans épithéte, dans ce sens: la variable yv 
est fonction de la variable indépendante z, si la valeur de y est déterminée 
quand on se donne la valeur de x. Cette signification du mot fonction est trés 
différente de celle qu’il prend dans l’expression fonction analy tique. 


T.et M. —I. 


vo 
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valeurs de x appartenant a l’ensemble considéré ('), si, 4 chaque 
nombre positif e, on peut faire correspondre un entier positif 
tel que, sous la seule condition 
nS, 
Von ait 
SiS ee || Er eee, 

quelle que soit la valeur de x appartenant a |’ensemble considéré. 

De méme, si, pour toutes les valeurs de x appartenant a un 


ensemble, le produit 


nu=o 


f ) (1+ Up) 


is 


est absolument convergent, on dira qu’il est en outre unifor- 
mément convergent pour toutes ces valeurs de x, si, a chaque 
nombre positif ¢, on peut faire correspondre un entier r tel que, 
sous la seule condition 


lon ait, pour toutes les valeurs de 2 appartenant 4 l’ensemble 
considéré 
| Fea FP aslecees 

en désignant par P la valeur du produit infini et par P, le produit 
de ses n premiers facteurs. 

D’aprés cette définition, on voit que le précédent produit, sup- 
posé absolument convergent, est uniformément conyergent si la 
série équivalente a ce produit 


T+ y+ Ug Py + uz Pe+...+ U,Pp yt... 


est uniformément convergente. 


24. Sil existe une suite de nombres positifs ou nuls 
Sly 621 “ean Sins 
tels que la série 
aie gO pose pars “* 


soit convergente, et que l’on ait, quel que soit n, et quelle que 


(') Plus briéyement, uniformément convergente dans l’ensemble considéré. 
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sou la valeur de x appartenant a l’ensemble considéré, 


Un|Een, 
la série 
Uy Uz... + Unt... 
est absolument et uniformément convergente pour toutes les 
valeurs de x appartenant a l’ensemble considéré et il en est de 
méme du produit infini (') 


nh=o0 


al (1+ Up). 


in | 


Que la série soit absolument convergente, cela est évident, 
puisque chacun de ses termes est moindre en valeur absolue que 
le terme correspondant d’une série convergente a termes positifs. 
D’un autre cété, si ’on se donne un nombre positif ¢, on pourra 
déterminer un nombre positif 7 tel que l’on ait 


Srait §raat Fra34.--Q Ey 


on aura donc, quel que soit p, sous la seule condition n27, 


| Unt1 + Untet...+ Untp| <8, 
el, par suite, 
| Rn | <e, 
et cela quelle que soit la valeur de x appartenant a l’ensemble 
considéré. 
Pour ces mémes valeurs, le produit infini 


est absolument et uniformément convergent, comme on s’en con- 
vainc de suite en comparant la série équivalente a ce produit a la 
série équivalente au produit convergent 


ru=o 


i [+ ee : 


Tice 


(*) WererstTRass, Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. 70. 
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Mais il importe de remarquer plus généralement que sz, pour un 
ensemble de valeurs de x, la série a termes positifs 


[ui] + | uvo|[+...+]un|+... 


est untformément convergente, et si sa somme reste inférieure 
aunnombre fixe A, le produit infint 


n= co 


[J o+) 


al ( 


sera absolument et uniformément convergent pour cet en- 
semble de valeurs de x, ainsi que la série équivalente 


I= + Up Pi... + uUy,Ppi1-...-- 


En effet, les quantités P;, P2,+2., Pn, «-., P sont toutes infé- 
rieures en valeur absolue a 


B=eA; 


or, 4 chaque nombre positif ¢, on peut faire correspondre un 
entier 7 tel que, sous la condition n >?, on ait 


S 
| Up | + | Unoi | + | Urge | +... < B? 
on aura donc, sous les mémes conditions, 
| un Pr—1 | oa UnsiPr |+ | Un+eP pit Peco 


et cela quelle que soit la valeur de 2 appartenant a l’ensemble 


considéré. 


25. Considérons un ensemble (E) de valeurs de x jouissant de 
la propriété suivante : Quelle que soit la valeur 2» appartenant a 
l'ensemble considéré et quelque petit que soit le nombre positif e, 
il existe des valeurs de 2 appartenant a l’ensemble (E) et telles 


que l’on ail 
|e—2|<e. 


L’ensemble (E) pourra étre constitué, par exemple, par l’en- 
semble des valeurs de  figurées par les points d’un arc de courbe, 
ou par les points d’une aire limitée par un contour simple. 
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Si f(x) est une fonction de zx définie pour toutes ces valeurs 
de x, on dira qu’elle est continue pour l’ensemble (E) si, 4 chaque 
nombre positif «, si petit qu’il soit, l’on peut faire correspondre 
un nombre positif 8 tel que l’on ait 


[f(@)—fl@')|<-¢ 
pour toutes les valeurs x, x’ de l’ensemble (E) telles que V’on ait 
|o—a'| <8. 


26. Ces définitions rappelées, supposons que, pour l’ensemble 
(E), les fonctions w,, uz, ..., Up, -.- de la variable x soient con- 
tinues et que la série 


Uiaim (bie ses 5 ome Wiis 60 
soit uniformément convergente. La somme de cette série sera 
alors une fonction f(x) définie et continue pour cet ensemble. 


Soit, en effet, S,(z) la somme des n premiers termes de cette 
série, R,(z) le reste ; on aura 


Wa N= Op te) 42 Rye), 


Puisque la série est uniformément convergente, on peut, a chaque 
A § ’ , 
nombre positif ¢, faire correspondre un entier 7 tel que l’on ait 


[Rr(@)|< 


la 


pour toutes les valeurs de w appartenant a (E); 7 étant fixé, on 
peut, a cause de la continuité de S,(#) qui est manifeste dans 
Yensemble (E), faire correspondre au nombre ¢ un nombre po- 
sitif 1 tel que, pour toutes les valeurs x, 2’ appartenant a (E) et 
vérifiant la condition | — a'| <n, on ait 


[Sn(@) —Sr(2") |< . 


On aura donc, pour ces mémes valeurs de a, 
[f(7) —f(2') | = | [S2(@) — 8n(2)] + Ral) — Ral’) | <e- 


C’est ce qu'il fallait démontrer. 
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Si, en outre, la série est supposée absolument convergente, on 
verra de méme que le produit infin 


nru—o 


[he + Un) 


N= 


définit une fonction continue de z pour |’ensemble (E). 


27. Soient o(t), ¥(t) deux fonctions réelles de la variable 
réelle ¢, admettant dans Vintervalle (¢, ¢,) des dérivées finies et 
continues o/(t), /(¢). Lorsque ¢ variera de ¢y 4 t,, le point dont 


Vaffixe est 
e= 9(t)+7H(2), 


décrira un are de courbe (C). Considérons ensemble (E) des 
valeurs de x figurées par des points de (C) et soit, en général, F(z) 
une fonction continue de x pour l’ensemble (E) ; en remplacant, 
dans cette fonction, x par o(t)-+7(t), elle prendra la forme 


&(t) +i W(t), 


®(t), W(z) étant des fonctions réelles et continues de ¢ dans l’in- 
tervalle (¢o, ¢,). Ceci posé, nous rappelons que l’on appelle inzé- 
grale de F(z) prise le long de la courbe (C) et qu’on repré- 
sente par le symbole 


[ F(a) dx 
JC 
Pintégrale 


[ +a eO+riv lat 


“ty 


= f PO ¥O-—wOVO)a+i f HOYO+LVO Ola 


<0 


L’existence des deux intégrales qui figurent dans le second 


membré, intégrales ot tout est réel, est certaine, en raison de la 
continuité,. 


28. Soit maintenant une série 


(1) Wy + Ugt...+Upnt..., 


SERIES DONT LES TERMES DEPENDENT D’UNE VARIABLE. 39 


uniformément convergente pour l’ensemble (E) des points de la 
courbe (C), et dont les termes soient des fonctions continues de x 
pour ce méme ensemble. Désignons par F(z) la somme de cette 
série, qui est (n° 26) une fonction continue de z. 

Nous allons prouver que la série 


frrdes furde+.it funder... 
“C YC JC 


ou toutes les intégrales sont prises le long de (C), est convergente 
et a pour somme 
[Fe dx. 
C 


Si, en effet, on désigne par S,(x) la somme des n premiers 
termes de la série (1), et par R,(z) le reste correspondant, 5, (x) 
et R,(a) seront des fonctions continues de x, et l’on aura 


—~ 
i 
~~ 


Ce = S(2) = Rin (2), 


[F di = [ Sq(2) de + [ Ra(2) dz, 

AG C Cc 
[ Sa(w) dex = fnde+ [unde funde, 
/C G /C C 


toutes les intégrales étant prises le long de l’are (C). Ceci posé, a 
chaque nombre positif ¢ correspond un nombre entier positif 7 
tel que lon ait 

| Rr(w)|<e, 
sous la seule condition n 27, et cela, quelle que soit la valeur de x 
appartenant a l’ensemble considéré. On aura donc, en désignant 
par o la longueur de larc, 


| ff Re(erae| <es, 
c | 


Ainsi, la différence entre 


[ Fw) de 


“CC 


et lasomme des 7 premiers termes de la série (2) peut étre sup- 
posée moindre, en valeur absolue, que tel nombre positif que Pon 
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voudra, pourvu que 7 soit assez grand. Cela prouve, a la fois, que 
la série (2) est convergente et que sa somme est égale a 


[Fe dx. 
C 


Ce théoréme s’appliquera, en particulier, lorsqu’on saura que la 
série (1) est uniformément convergente pour |’ensemble des va- 
leurs de x, représentées par des points appartenant a une aire (A) 
limitée par un contour simple ('), et que ses termes sont, pour 
les mémes valeurs de x, des fonctions continues, la courbe (C) 
faisant tout entiére partie de l’aire A. 


II. — Séries entiéres en 7. 
29. Considérons maintenant les séries de la forme 
Ay ta G+ age? +...+ Anr™+..., 
OU Qo, A, Az, +--+, Any... sont des nombres fixes donnés. 


Nous donnerons a ces séries, qui Jouent en Analyse un réle 
irés important, le nom de séries enticres en x, et nous emploie- 


rons le symbole 
P(x) 


pour représenter la somme d'une telle série supposée conver- 
gente : la lettre © peut d’ailleurs étre affectée d’indices, pour per- 
mettre de distinguer des séries particuliéres. Enfin, quand aucune 
ambiguité ne sera a craindre, nous pourrons employer le sym- 
bole @(z) pour représenter, non la somme de la série, mais la 
série elle-méme, regardée seulement comme la loi de la succession 
de ses termes; ainsi, nous ne nous interdirons pas de dire d’une 
série déterminée qu'elle est divergente pour une certaine valeur 
de 2. 

On doit 4 Abel deux théorémes sur les séries de cette nature, 
séries qui jouent, dans la théorie des fonctions d’une variable 
imaginaire, un rdle prépondérant. 


(*) A moins que l’hypothése contraire ne soit expressément énoncée, nous re- 
garderons toujours comme faisant partie d’une aire limitée par un contour les 
points intérieurs et les points du contour. 
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30. Voici le premier de ces théorémes : 


Si, pour x = b, la valeur absolue de chaque terme anb” de 
la série 
EGY = ay + ye. . On eH... 
est moindre qu'un nombre positif fixe A, la série 2(x) est ab- 
solument convergente pour toutes les valeurs de x dont la va- 
leur absolue est moindre que celle de b. 


Soit, en effet, 6! un nombre positif moindre que |b]. La série 
a termes positifs 


b' b? bin 
I A+A +A lg 5 ete A See 
(1) [6] * “Ter [oye 


est convergente. Or les valeurs absolues des termes de la série &(z ) 
sont, pour l’ensemble des valeurs de x qui vérifient la condition 


(eee. 


moindres que les termes correspondants de la série (1); car les 
suppositions 


anb"|SA, DiS 6! 
| 


entrainent les conclusions 


A AOD 
< aie | < 3 
lel eye? tna | Same 


On pourra donc appliquer les propositions du n° 24, et l’on voit 

ue la série &(zx) est absolument et untformément convergente 
q ; 
pourvu que l’on ait 

anlesee 

c’est-a-dire pour tous les points situés @ l’intérieur et sur la cir- | 
conférence d’un cercle décrit du point O comme centre, avec un 
rayon moindre que | b|. 


31. Si la série (x) du numéro précédent est convergente 
pour «=6, comme la valeur absolue de a,b” tend vers zéro 
quand n augmente indéfiniment, il est clair qu'il existe un nombre 
positif A tel que l’on ait, pour toutes les valeurs de n, 


A2|anb"|: 


ho INTRODUCTION. 


donc la série sera absolument conyergente pour tous les points 
situés @ V’intérieur du cercle décrit du point O comme centre et 
passant par le point 0; elle sera uniformément convergente a 
Vintérieur et sur la circonférence de tout cercle concentrique au 
précédent et de rayon moindre. 

Différentes circonstances peuvent d’ailleurs se présenter : 

Ou bien la série £(x) considérée est convergente, quel que 
soit z: telle est la série 


alors &() est uniformément convergente dans tout cercle décrit 
de l’origine comme centre, et méme dans toute aire limitée par 
un contour simple. Cette série £(z) représente alors ce que Von 
appelle une fonction transcendante entiére. 

Ou bien la série &(x) est convergente pour certaines valeurs 
de x, sans l’étre pour toutes. L’ensemble des rayons des cercles 
décrits du point O comme centre, et qui passent par des points 
pour lesquels la série est convergente, admet alors une limite su- 
périeure R. Le cercle de rayon R décrit du point O comme 
centre est le cercle de convergence de la série (x). La série est 
convergente en tout point intérieur au cercle R; elle peut étre 
convergente ou divergente en quelques points ou en tous les 
points de la circonférence; elle est divergente pour tout point ex- 
térieur. Elle est uniformément et absolument convergente pour 
lensemble des points situés a l’intérieur ou sur la circonférence 
d’un cercle concentrique au cercle de convergence et de rayon 
moindre. La ot elle est uniformément convergente, elle représente 
une fonction continue. Signalons, comme exemples, les séries 


n= ao u= 2 n=o 


uN x wn 
1+ > 2", I+ > VWs See 
dl 7U- 
Wl) rus ei | 

qui admettent toutes trois pour cercle de convergence le cercle de 
rayon un, décrit du point O comme centre. La premiére est diver- 
gente pour tout point de la circonférence de ce cercle, comme on 
le voit en posant x = coso + ising, et en remarquant que les 
deux quantités cosn ©, sin no ne peuvent avoir simultanément 
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zéro pour limite quand n grandit indéfiniment. La seconde est 
convergente, mais non absolument, pour tous les points de la cir- 
conférence ('), sauf pour z= 1. La troisiéme est convergente en 
tous les points de la circonférence. 

Observons qu'une série entiére en x pourrait n’étre conver- 
gente pour aucune valeur de x autre que zéro : telle est la série 


L127? +1.2.303+...41.2.3...n0%+...3 


on dit alors que le cercle de convergence est de rayon nul. 


(*) Cela résulte de la premiére des deux propositions suivantes, signalées par 
M. Darboux dans son Mémoire sur les fonctions discontinues ( Annales de l’E- 
cole Normale superieure, 2° série, t. IV), et sur lesquelles on peut consulter 
VIntroduction a la théorie des fonctions de M. Jules Tannery, p. 96, n° 71). 

Si la série a termes réels (qui peut étre divergente ) 


(1) Ghia G7 chs. yale eps fe 


est telle que la somme de ses 7 premiers termes reste, en valeur absolue, quel 
que soit m, inférieure 4 un nombre fixe, et si les nombres positifs ¢,, ¢,, ..., 


€,, --- satisfont aux conditions 
(iI) Fes re oecon 
(IT) Ibitsitts G. =@) 
nru=o 
la série 
(IV) CIE a One RH Soe IE. 0.0 9 


est convergente. 


Cette derniére série (IV) est encore conyergente si la série (I) est convergente 
et si les nombres positifs ¢,, ¢,, ..-, €,, --. Satisfont seulement aux condi- 


tions (II). 


I 
On prendra, dans le cas actuel, pour ¢,, ¢,, €,, -.., ¢,, ..- les nombres 1, re 
I I me =e : 
Ae ea et, pour la série (1), l’une ou I’autre des séries (divergentes ) 
1-+ Coso + CoS29 -+...+ COSNO+..., 
o+ sing +sin29+...+sinngo-+..., 


dans lesquelles les sommes des (7 +1) premiers termes 


M-+I no Tiga ee TUO 
9 cos — sin ? sin — 
; 2 : 2 


sin 


? 
- © eek’ 
sin = sin ag 
2 


restent finies quel que soit 7, si g n’est pas un multiple de 27. 
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Enfin, nous nous contenterons d’énoncer le théoréme suivant, 
dont la démonstration est immédiate. 


aAn+1 
An 


a, pour n infini, une limite égale a R, le 


Si le rapport 


cercle de convergence de la série 
(1) Q(v) = ant aye+...+ Anar+... 


est de rayon R. 


32. Supposons encore que la série entiére en 2, 
QL) = Ag+ aye +...+ Anz" +..., 


soit convergente pour x = b. On peut affirmer qu'elle est unifor- 
mément convergente pour ensemble des valeurs de x apparte- 
nant au segment de droite, qui va du point o au point b. C’est en 
cela que consiste le second des théorémes d’Abel, dont nous avons 
parlé. 

Observons d’abord que l’on peut ramener le cas général au cas 
ot 6 est égal a un; il suffit, pour cela, de faire le changement de 
variable 


Quand le point # décrit le segment qui va du point o au point b, 
le point € décrit, en effet, le segment qui va du point o au 
point 1. 

Le second théoréme d’Abel consiste alors dans l’énoncé sui- 
vant : 

Si la série 
(3) Ap + a+ a,.+...+ n+... 
est convergente, la série enticre en x, 


Pa) = ay aL + GgU®+.. + apa +..., 


est uniformément convergente pour Vensemble des valeurs 
de x qui appartiennent a Vintervalle (0, 1), les limites de cet 
intervalle n’étant pas exclues. 


On sait déja, il est vrai, que la convergence est uniforme dans 
Vintervalle (0, «), « étant un nombre positif plus petit que 1, 
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mais les raisonnements qui précédent ne permettent pas d’atteindre 
la limite 1. 


Cherchons done a prouver directement que, a tout nombre posi- 


tif arbitrairement donné ¢, correspond un entier 7, tel que, sous les 
conditions 
i Ps OS GP Siy, 


le reste Rp(x) de la série (x), limitée au terme de rang n, soit, 
en valeur absolue, plus petit que ¢. 


Comme la série (2) est convergente, au nombre ¢ correspond un 
enuier 7 tel que, pourn >7, 


| On41 aim Ch) ae oc |, 
, 5 a : 5 € 
c est-a-dire | Rn (1) | soit moindre que of 


D’autre part, si l’on pose 


AQn+1 + Ante +... + Anip = Tp; 
et si l’on observe que o> est la différence entre 


Rp(1) = Gn+1 + Antat.-. 
et 
Rn+p() = An+p+1 + An+p+e +---; 


on voit que l’on aura, quel que soit p, 
Iop|<e. 
D’ailleurs les égalités précédentes donnent 
Ant p = Sp — Fp-13 
donc la somme des p premiers termes de R;,(a), peut s’écrire 


O71 err 4 (o9 = ey eae SS ar oe a (op — Sit) Cae 


= @Mtl(1— ©) (04+ Co + 1... + Tp UP ) + Tp aMtP, 


Si la valeur absolue de x est plus petite que 1, le terme ¢,x”*? 
tend vers zéro quand p augmente indéfiniment; on}peut donc 
écrire 

Ryp(@) = vt+1(1— @) (0, + Sou + 030? + ...), 
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el, puisque les valeurs absolues des quantités o, sont toutes 
moindres que ¢, on aura, en supposant que « soit positif et plus 
peut que 1, 

|Rr(z)| << artt(i— w)(e Hex +ez?+...); 


or la série qui figure entre parenthéses dans le second membre, a 


S 
& 


pour somme : 


73 ona donc, sous les conditions 
i iis OSCE aG 
| Ril Seatac, 
En réunissant a cette inégalité celle que l’on a obtenue plus 


haut, sous les conditions 


n>r, v=, 
savoir 
[RaQ < 


Vio 


on a bien démontré l’uniformité de la convergence dans tout 
Vintervalle (o, 1), les limites n’étant pas exclues. 

A cause de cette uniformité, la somme de la série est une fonc- 
tion continue dans tout l’intervalle considéré, sans en exclure la 
limite 1; si donc x tend vers 1 par des valeurs positives inférieures 
a1, la somme de la série a pour limite la valeur de lasomme de la 


série pour 2 = 1, c’est-a-dire 
Ay +A, + Ag+... an+... CE 


Par exemple, Pégalité 


(*) L’expression précédente du reste permet d’aller un peu plus loin, ainsi 
que M. Stolz l’a fait observer (Vorlesungen tiber allgemeine Arithmetik, t. II). 
En ne supposant plus 2 réel, mais en supposant toujours sa valeur absolue | a | 
moindre que 1, on a, en effet, 
|r—2| 

apron ee 
I—|z 


[B,(@)p<la jt lr—a|(e+ela[tre|x 2+...) <e 


et il est aisé de montrer que le facteur qui multiplie ¢ reste moindre qu’un 
nombre fixe, pourvu que l’angle aigu des deux directions qui vont du point 1 
aux points @ et o reste moindre qu’un angle aigu fixe. 
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établie pour les valeurs réelles de  moindres que 1, montre que 
Pona 


+ 


S 


I 
log2 = —- — 
I 


Sie 
Col me 


En effet, la série du second membre est convergente, donc, en 
vertu du théoréme qui vient d’étre démontré, lorsque le nombre 
réel x tend vers 1 par des valeurs moindres que 1, la série 


L 2 2D, By ey 
tend vers 

{ if A 

ioe ee. 


or, dans les mémes conditions, log(1 +.) tend vers log2; ona 
donc bien 


33. Dans les deux paragraphes qui précédent nous avons sup- 
posé la série entiére en x 


OO (ge\) a= Gy SS CHAPS 5 on SEapoal Ss one 


convergente pour x = Db: lorsqu’on sait que la série est, pour 
cette méme valeur, absolument convergente, les termes de la série 
(x) étant, pour l’ensemble des valeurs de x qui vérifient la con- 
dition | z|<|6|, moindres en valeur absolue que les termes, tous 
positifs, de la série convergente 


[ayo |+la,b{+...+]a,b6"|4+..., 


ou égaux a ces termes, on peut appliquer la premiére proposition 
du n° 24, et l’on voit de suite, sans passer par le second théoréme 
d’Abel, que, pour l’ensemble de ces valeurs, c’est-a-dire a Vinté- 
rieur et sur la circonférence du cercle de rayon |6| décrit du 
point o comme centre, la série est uniformément et absolument 
convergente et représente une fonction continue. Ce cercle peut 
d’ailleurs étre le cercle de convergence ou lui étre intérieur. 


34. Le premier théoréme d’Abel (n° 30) nous renseigne sur la 
convergence d’une série entiére d’aprés les valeurs absolues des 
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coefficients de cette série. Inversement, la proposition qui suit et 
qui est due 4 Cauchy nous donne un renseignement essentiel sur 
les valeurs absolues des coefficients d’une série entiére que l’on sait 
étre absolument convergente sur la circonférence d’un cercle. 

La série £(x) étant absolument convergente pour 2 = 0, suppo- 
sons que l’on ait, en désignant par A un nombre positif, 


| f(a) |SA 


pour tous les points de la circonférence du cercle décrit du point o 
comme centre avec le rayon r =| 6}; on aura alors 


[hal SNir2. 
Partons, en effet, de l’égalité 


Q@(a)e-"—-1 = aga" + aya? +... + ay 


+ Ant1 + Antg® +...; 


il est clair (n° 24) que lesecond membre sera une série uniformément 
convergente pour l’ensemble des valeurs de x représentées par des 
points situés sur la circonférence du cercle de rayon r =| 6]: on 
pourra donc intégrer cette série, terme par terme, le long de cette 
circonférence, ce qui donne 


[8@emtde =a famidera, f andar... : 
c YC C 
+ ay fo d+ anes f de + anes f de... 
“C say U 


toutes les intégrales étant prises le long de la circonférence. Pour 
évaluer ces intégrales, on posera (n° 27) 


“2=r(cost+usint), 
TT  \ 
dz=r [eos (+ a + isin (e+ 5) dt, 
: 2 
et lon aura, en général, en désignant par p un entier positif ou 


2% 
fe dz = rest cos [ip oe+ | dt 
C 0 2 


27 
+ urPt+i [ sin [ce +1)é+ 4 dt. 


v0) 


Wot 


négatif, 
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Si p est différent de —1, les intégrales du second membre sont 


nulles; si p=—1, le second membre se réduit 4 27x; on a 
donc (1) 
I LR (a) dx 
an = > 
LUT Je ert 
dou 
ios 
Ne get OF) 


mais la valeur absolue de (x) x~"—' est au plus égalea Ar”! et 
la longueur du chemin d’intégration est 277; le second membre de 


cette égalité est donc au plus égal a Ar~”, ce qu'il fallait démon- 
trer. 


39. Voici une conséquence importante de cette formule. 
Si la série entiére en x 


@(a@) = dy + 12 + Ag B? +... + ane +.. 


est convergente quel que soit x, et quelle ne se réduise pas a la 
constante @), sa somme ne peut rester moindre en valeur absolue 
qu'un nombre positif A pour toutes les valeurs de z. 
En effet, Vinégalité 
Was ake ae 


si l’on pouyait y faire grandir 7 indéfiniment, montrerait que | @p_| 
peut étre pris plus petit que tel nombre positif que l’on voudra; on 


aurait donc 
| an =0 


pour toutes les valeurs de n a partir de 1. 


On voit que, sil’on se donne les nombres positifs A, B, il y a au 
moins une valeur de z, telle que l'on ait 


|2|>B, |@lx)|[>A. 


Cette propriété rapproche les fonctions transcendantes entiéres des 
polynomes entiersen z. Ilya toutefois une différence essentielle : 


(1) C’est aussi bien, comme lon sait, une conséquence de la formule de 
Cauchy 


Fey [ FQ) 


atm Jp 5—2@ 


erecta ver—a ls 4 
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Or 


pour les fonctions transcendantes entiéres on peut affirmer seule- 
ment l’existence d’une valeur de x salisfaisant aux conditions pré- 
cédentes ; ; pour les polynomes, au contraire, si Von se donne A, on 
peut trouver un nombre B conreetoneens tel que toutes les Barak 
de x qui vérifient la premiére inégalité vérifient aussi la seconde. 


36. Soit 


B(x) = ay HA, + AU? +... + ana" 


une série entiére en x, convergente pour les valeurs de z telles 
que l’on ait 

|z|<R; 
(a) est alors une fonction continue dans tout cercle de rayon R’ 
moindre que R; on a d’ailleurs 


®(o0) = a4; 


si donc a n’est pas nul, on peut fixer un nombre 4, inférieur ou 
égal a R’, tel que lon ait 


| P(av)— L(0)|-< | ao| 
pourvu que l’on ait 
| aes 

Pour les valeurs de w qui vérifient cette condition, @(x) ne sera 
jamais nulle. 

Si les coefficients a,, @, ..-,@p_s sont nuls sans que ap le soit, 
on aura ‘ : 

Qi @) = aP (ap + Opi1% + Apia 0? + ...), 

et Pon voit qu'il existera un nombre positif 6 tel que, parmi les 
valeurs de x qui vérifient linégalité 


ee 


zéro soit la seule pour laquelle &(z) s’annule. Par conséquent, 
pour que £(z) s’annule en une infinité de points distincts dont 
ensemble admette zéro pour limite ('), par exemple pour tous 


(*) On dit que des points appartenant a un ensemble infini admettent — pour 
limite si, quelque petit que soit ¢, il existe dans le cercle décrit du point & 
comme centre avec un rayon égal a ¢ une infinité de points appartenant a l’en- 
semble. 
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les points d’un are de courbe qui aboutit au point o, il faut que 
tous les coefficients a, a, Q2, ..+, An, ---, soient nuls. 

Par conséquent encore, pourtous les points d’un pareil ensemble, 
deux séries 


Apt a2+ a.024+...+anxr'- 


Oo Oa = Oa Once... 


ne peuvent avoir les mémes valeurs sans étre identiques, c’est- 
a-dire sans que l’on ait a, = b,, pour toutes les valeurs de n. Il suf- 
fit, pour s’en conyaincre, d’appliquer la remarque précédente a 


la série 
ay — by + (a,— by) C= Onan es (an— bn)ar. ches 
III. — Séries de séries entiéres. 
oi. Dot 
C= 
Uo = Ug Ue te et Uy. uy 
=0 


une série dont les termes sont des séries entiéres en 2, en sorte 
; i wit 
que l’on ait, en désignant par d@,,g des constantes, 


Uy = Ago Agi +... + Ay,gab+... CBZ On TED Se 


Si le rayon du cercle de convergence de chacune des séries uz 
est supérieur ou égal a un nombre positif fixe A; sien outre la 


A= 


série > Wy, est uniformément convergente pour lensemble des 


(7 eh) 
valeurs de x qui satisfont a la condition 


[v1 <A, 


C100) 
la somme de la série proposée > Ug, sera, pources mémes valeurs 
a=0 
de x, une fonction 9(z) parfaitement définie. Nous allons mon- 
trer que cette fonction peut, pour ces valeurs de x, étre déve- 


loppée en une série entiére en 2, 


bo tba t...+ bn a"+..., 
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: as ,.® 
et que les coefficients de cette série sont donnés par la formule 
oS e 


bg = &,8+41,8+...+4,8+...= Ss a, Bs 
Q==0 
la série qui figure dans le second membre étant convergente. On 
[o Sen] 


voit que, sous les conditions requises, la série Ms Uae peuleerne 
C= 0 


traitée comme s'il n’y avait qu’un nombre fini de termes. 


38. [ly aun cas important et fréquent dans les applications ot 
le précédent théoréme est évident : c’est celui ot la série a double 
entrée, dont les termes se déduisent de 


| @x,@ AB |, 


en donnant a a, 6 les valeurs entiéres nulles ou positives, est con- 


vergente. 
S’il en est ainsi, la série 4 double entrée, dont le terme géné- 


ral est 
ay, IS} xB, 


est absolument convergente, pour les valeurs de x qui vérifient 
la condition |z|SA. En ajoutant les termes par lignes horizon- 


tales, on trouve 


B= 
= 
> dy, 8 xP = Ug, 
~ B=0 
O09) 
et en réunissant les sommes partielles on retrouve la série »s Chee 
0) 


Au contraire, en ajoutant les termes par lignes verticales, on 


trouve 
A=a A= 
~~ 
SS dy, g 08 = af ys Ay, 3 = bg x8, 
a=0 C=0 


puis, en réunissant les sommes partielles, on forme la série 
by+ bya +-...+ bg abr..., 
CaS 
dont la somme est done égale a celle de la série es Ug. C’est ce 
9° . a= 0 
qwil fallait démontrer. 
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Pour que la série a termes positifs, dont le terme général est 
QI On aia) tears 
| @u,p AB | Gat ) 
i=l Oh TCA anak 


soit convergente, il faut et il suffit (n° 14) que les conditions qui 
suivent soient vérifiées : 


1° La série a termes positifs 
| @a,0| + | @a,1 A] + | @a,2A?|+... 
est convergente pour chaque valeur de «@. 


2° En désignant par A, la somme de cette série, la série a 
termes positifs 
Ao-+ Ay-+...-+ Ag... 


est convergente. 
(0 
Observons que, s’il en est ainsi, la série ) Ug est absolument 
C0 
et uniformément convergente (n° 24) pour toutes les valeurs de x 
§ i? 
qui vérifient la condition x<A, puisque, pour ces valeurs, on a 


évidemment 
Un | SAS, 


en sorte qu’on est bien dans le cas du n° QA. 
Observons encore que la série 
bot bya +... bg xb+... 


reste conyergente quand on y remplace les termes par leurs va- 
leurs absolues et z par A, et que sa somme est alors au plus égale 
a la somme de la série 


Ag+ Ay-...+Agt.... 


‘ 


En effet, cette derniére somme n’est autre chose que la somme de 
la série 4 double entrée et a termes positifs 


B=o A= 


A=o p= 
> SD | a,p AB] = AB S| aap, 
a=0 B=0 B=0 C0 
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et ’on a certainement 


Ci) A= 


|d8|= Sd a6 daa |: 


a=0 (o4==(9) 


HA 


Il importe de remarquer que si les conditions (1°) et (2°), impo- 
sées dans le présent numéro a la série 


Uy + Ug+...tUyt...= y Use 


(efi) 


sont vérifiées, elles sont encore vérifiées pour la série 


dont les termes s’obtiennent en groupant ensemble, comme la 
théorie des séries 4 double entrée permet de le faire, les termes 


(Chae) 
de la série > u, en nombre fini ou infini, en sorte que chacun 
C0 
de ses termes figure une fois et une fois seulement dans quelque 
Y=Ho 
terme de la série » vy. En effet, si Pon effectue le méme groupe- 
y=0 
ment sur les termes de la série 


Ag+ Ait Ag+...+Ag+..., 
on la transformera en une série de méme valeur 


dlog + olny + obbg +... 4+ clog +.. 


5 

Wailleurs ¢,, qui est lasomme d’un nombre fini ou infini de termes 
——K-) 

pris dans >i Ug, est, d’apres le théoréme méme que nous venons 
a=0 ’ 

de démontrer, une série entiére en x, et la somme de cette série, 

quand on y remplace les coefficients par leurs valears absolues 

et a par A, est, d’aprés une observation qu’on vient de faire, au 

plus égalea 2,5 dememe pours, ..0.5 Cg eb ogy ses stata 
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Y= 

Ainsi, la série » vy satisfait aux mémes conditions que la série 
est 


i=="o5 


39. Plagons-nous maintenant dans le cas général et supposons 
seulement que, pour l’ensemble des valeurs de x qui vérifient la 


condition 
[at <A, 
les séries entiéres en x 


Ug = Ae, o-+ Aa, 1+... + Ay,3 B+... 


Oo 
soient absolument conyergentes et que la série m3 Uy soit unifor- 


(Oi ——1) 
mément convergente ('). 


La somme des (n +1) premiers termes de cette derniére série 
est une série entiére en x, convergente sous la condition |z|< A; 
nous la représenterons par 


? 


bnjot On ve +...+bn, gab +... 
en posant 
bn, 8 = Q, B+ 1,8 +...+ An, 8. 


Nous allons montrer que, si grandit indéfiniment, bn,p tend vers 
une limite que nous désignerons par bg, puis, que la série 


by t ba ; by x [= arns 


est convergente sous la condition |z|< A et que sa somme est 
égale a celle de la série 


Ui UN ama cca UA RO oS 


Puisque cette derniére série est uniformément convergente, on 
peut, 2 chaque nombre positif ¢, faire correspondre un enter po- 
sitif 7 tel que, si on désigne par n et n+p deux entiers plus grands 
que 7, et d’ailleurs quelconques, on ait, pour toutes les valeurs 


(*) Wererstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. 73. 
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de x plus petites que A en valeur absolue, 
| Unt + Un+e .+-+ Un+p | <€. 


On a @ailleurs, pour ces mémes valeurs de z, 


C= p a=p 


wa 
Un+i + Untet...rUntp = s Aan+a,0 + & s Anta,1t+:- 
ot Oot 
aA=p 


+28 \ Anto,B+e+-- 


(eal 


Soit e un nombre positif, moindre que A; linégalité précédente 
ayant lieu pour tous les points de la circonférence du cercle de 
rayon p et de centre 0, on a (n° 34) 


a=p 
> An+a,8 | Sep —B ; 
G=1 


ao, B+ 1,8 +--+ An, B+... 


la série 


est done convergente, puisque la somme d’autant de termes que 
l'on voudra, pris aprés le terme de rang 7, peut étre supposée 
moindre, en valeur absolue, que tel nombre que l’on voudra. 
Soit bg la somme de cette série, c’est-a-dire la limite, pour 7 in- 
fini, de la somme by,g de ses n+-1 premiers termes, et soit Rpg 
le reste correspondant a bn,g; On aura 


bp =bn,p+Rn,p; | Rn,p|See-8. 


Cette derniére inégalité montre, par le premier théoréme d’A- 
bel, que la série 
Rrjot Rnjivt+. coae Rn, gvb+. ae 


est absolument conyergente si la valeur absolue de x est moindre 
que 0; puisque p est seulement assujetti a étre moindre que A, 
on voit méme que cette série est absolument convergente pour 
toutes les valeurs de x qui satisfont a la condition 


{Po AS 


Les séries 
bajo CE ee bn,pab+. fe 
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el 
Rn,ot Rnav-+. . a= Rngvb+.. . 


élant convergentes, il en est de méme de la série 
bo+ bia +...+bgab+..., 


obtenue en les ajoutant terme a terme; il ne nous reste donc plus 
qu’a prouver que la somme de cette série est égale 4 la somme de 
la série proposée 

tips TH So 50056 se oone 


Or, si 9’ est un nombre positif moindre que g, et sil’ona 
|z|So", 
la somme 
[Rr,ol-+| Rajiv] +...+|Rr,gxvB[+..., 


ou r est toujours supposé plus grand que 7, est inférieure a 


p’ eB € ; 
ees eo ee ec et 
e oP 2 
I—— 
° 
Donc la différence 
Rr,ot Rniv+. ---+ Rp,pavP+..., 


entre la somme 
bo + bia +...+ bgxb+... 
et la somme 
Up U4 we res 
des n +1 premiers termes de la série proposée, est, en valeur ab- 
solue, plus petite que ¢’. 
Sous la condition que x vérifie linégalité 


|x|So', 
on a donc 
B=2 a= 
» bg ai — > we oe ci, 
B=0 a=0 


d’ot Von conclut que, pour chacune de ces valeurs de 2, le pre- 
mier membre de Vinégalité précédente est nul, puisque le second 
membre peut étre pris aussi pelt qu’on le veut. Ilen est de méme 
évidemment, pourvu que « vérifie l’inégalité 


[a hoa. 


C’est ce qu’il fallait démontrer. 
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40. Le précédent théoréme entraine une proposition analogue 
pour les produits infinis. 
Désignons toujours par 


Ug = dy, o+ Agi + ..+ ag, pUb+..., 


une série entiére en z, convergente pour les valeurs de x qui sa- 
tisfont a la condition |z|< A. Supposons que, non seulement la 
série 

Ujpt Up... t+ Upt..., 


mais aussi la série A termes positifs | 
[wl + }uf+...+]unl|+..., 


soit uniformément convergente pour ces valeurs de z, et que, en 
outre, sa somme reste inférieure 4 un nombre positif fixe. Alors le 
produit infint 


r=o 


IP =] | + Up) 


== 0, 


sera absolument convergent et définira une fonction 1+ 4(2), 
U(x) désignant une série entiére en 2, 


ky t+ kyo +... tkgab+..., 
convergente pour les valeurs considérées de z. 
On peut, en effet, substituer 4 P —1 la série équivalente 


Up t UW, Pot+...+ UnPy-1+..., 


otP,_, estle produit desn premiers facteurs de P. Cette série (n° 24) 
est uniformément conyergente pour les valeurs considérées de x ; 
ses termes peuvent étre mis sous forme de séries entieres en 2, en 
appliquant la régle de la multiplication des séries; on aura ainsi 


Uy = hoot hor e+... + ho, gxb+... (Ao, 8 = 40,8), 


; 
Un Pr—1= hn t+ hnre+...+ hn, gpob+...; 


remarquons, en passant, que les coefficients hy»g regardés comme 
des fonctions des a;,; peuvent étre mis sous forme de polynomes a 
coefficients réels et positifs. En appliquant maintenant le théoréme 
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précédent, on mettra la série équivalente 4 P —1 sous la forme 
cherchée 


kot kia +...+ kgxb+.. 
en posant 
kg = ho,p+ y,8-+..-*+ ha,p-+--.; 


oti la série qui figure dans le second membre est conyergente. La 
somme de cette série est la limite, pour z infini, de la somme de 
ses n + 1 premiers termes; cette derniére somme n’est autre chose 
que le coefficient de x? dans le développement de 


Ug by Po. J.-F Up Pag =O Uo) (1 &).. «(1 U)—1;3 


kg nest donc autre chose que la limite, pour n infini, de ce coef- 
ficient; en particulier 4) -+-1 est la limite, pour 7 infini, de 


P,(0)=(2+ Goo) (1 + A1,0)--- (1+ Ano); 


et, en supposant qu’aucun des nombres 1+ @y,9 ne soit nul, A, 
est la limite, pour n infini, de 


f a ay. Ge, 
P (0) alee Be 2 pes eee 
1 &o.0 1+ @ 0 I+ 4n,0 
#< Ae: ky 
la quantité entre crochets a donc pour limite 7; en sorte que 
Gat iy Lo 


la série 
ao a1 An 


i! = 


i me CICS 
I+ 40,0 I+ &,9 I+ &n.o 


ky 


est convergente eta pour somme ame 
10 


AJ. lconvient d’examiner le cas particulier, qui correspond au 
cas du n® 38, ot la série 4 double entrée, a termes positifs, 


A=o Boo» 


y die. 


a=0 B=0 


est convergente, Il est aisé de voir qu’alors la série équivalente 


aP—1, 


Ug t= Uy Rot. Un nai «> 


satisfait, pour les valeurs de z telles que l’on ait 


[z|<A, 
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aux conditions 1° et 2° du n° 38. En effet, en conservant d’ailleurs 
les notations du numéro précédent, considérons Je produit infini 
a termes positifs 


no 


Q=[fc+a), 


2 
et la série & termes positifs, équivalente 4 Q —1, 
Ag+ A, Qot..-tAnQn-1+.--, 


ot Q, est le produit des n +1 premiers facteurs de Q. Le produit 
AnQn_1 pourra, par des multiplications de séries, étre mis sous la 


forme 
Hnjot+ Hn, A +...+ Hn pAb+..., 


oti les Hyg sont les mémes fonctions des | a;,;| que les hn,g des aj,;. 
En vertu d’une remarque antérieure on aura donc 


| An, 8 |S Hn, 8; 
la série 
| hn,ol + | har] A +--+ | An,p[Ab+... 


est donc convergente et sa somme est au plus égale & Ap Qn_s- 
D’ailleurs la série 4 termes positifs 


Ag+ A, Qo+. : et AnQn-it... 


est convergente; la série équivalente 4 P —t vérifie donc, pour 
les valeurs de x qui satisfont a l’inégalité | z| <A, les conditions 
1° et 2° du n° 38 et peut donc se mettre sous la forme 


kothye+...tkgab+.... 


C’est précisément le résultat que nous avons obtenu dans le nu- 
méro précédent, pour le cas général. 
I] est aisé de voir que, dans le cas qui nous occupe, la série qui 
k 
1+ ko 
Enfin, en vertu d'une remarque faite au n° 38, la série 


fournit 


est absolument conyergente. 


kyo thyeot+...t+kgab+..., 


qui reste convergente quand on y remplace les coefficients par 
leurs valeurs absolues et 2 par A, a alors une somme qui est au 
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plus égale a celle de la série 
Ag+ Ay Qo+. or AnQn—-1i+. oo Q-t. 


Il convient de remarquer, comme dans le n° 38, que, si les con- 
ditions imposées ici au produit infini 


P=G+U%)(I+ u)..-(1+ Up)... 
sont vérifiées, elles le sont encore pour le produit infini égal 
(1+ #9) (1+ #1)... + #;)..., 


dont les facteurs s’obtiennent en groupant ensemble, en nombre 
fini ou infini, les facteurs du produit P, ainsi que permet de le 
faire la théorie des produits infinis a double entrée. En effet, si on 
effectue le méme groupement sur le produit infini 


Q=(1+Ao)(1+Az)...(1+An)..., 
on le transformera en un produit infini égal 
Q=(1+ Bo)(i1+ B,)...(4 + B;)...5 


dailleurs 1-+ om étant obtenu en faisant le produit d’un nombre 
fini ou infini de facteurs de P, pris chacun une fois, (9 peut, d’a- 
prés le théoréme méme que nous venons de démontrer, étre mis 
sous la forme d’une série entiére en x quireste convergente quand 
onremplace tous ses coefficients par leurs valeurs absolues et dont 
la somme est alors au plus égale a By; de méme pour , 2, ... 
et B,, B,, ...; enfin la série a termes positifs 


Bo + Bi +...+B;+... 


est conyergente; les conditions sont donc vérifiées pour le produit 
transformé. 


42. Nous allons maintenant déduire quelques conséquences 
tres importantes de la proposilion du n° Bile 
Soit 
R(x) Ay tae +...+ nar... 


une série dont le rayon de convergence est R. Pour une valeur 
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quelconque x satisfaisant a la condition 
(AIR, 


la foncion &(z) admet des dérivées premiére, seconde, etc., au 
sens de la théorie des fonctions d’une variable imaginaire; c’est- 


a-dire que l’expression 
Dp iv OG) 
h 


tend vers une limite &’(z) quand / tend vers zéro ('), que l’ex- 

pression 

Qi(e+ hy— V(r) 
h 


tend, dans les mémes conditions, vers une limite £"(z), et ainsi 
de suite. Les dérivées successives de {(x) ne sont autres que les 
sommes des séries convergentes 


1.€,+ 2020 +...+ Nay eP-1+..., 


1.24. + 2.34;0% +...+(2—1) na, x?-?2+..., 


Soit en effet z un nombre que nous regarderons comme fixe 
dans ce qui suit et dont nous supposerons la valeur absolue X 
moindre que R; soient Hun nombre positif fixe moindre que R—X 
et A une variable qui reste en valeur absolue moindre que H. Dé- 
signons enfin par Ay, A,, ..., An, ... les valeurs absolues de ap, 
Q4,+++) Gn, -... D’aprés le premier théoréme d’Abel (n° 30) la 
série a termes positifs 

Ao+Ai(X+H)+...+4A,(X+H)"-+..., 


est convergente et il en est de méme de la série 


Bet h)= aytar(a+h)+...+an(a@t+hy+.. 


(‘) En d’autres termes, pour une valeur déterminée de 2, au nombre &(z) 
correspond un nombre &'(a) jouissant de la propriété suivante : a chaque 
nombre positif ¢, on peut faire correspondre un nombre ‘4 tel que l’on ait 


BDie2+h)—P(2) 
h i 


—Pie)i<s 


sous la seule condition 
ORF ars 
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On a d’ailleurs 
n 
An(@+h)’=a,02?*+ —av"—th,+... 
I 


NAW— 1). + .( 7) — p.- 1) 
P ) in @2—P APE. Fy 
od Bale 


et la somme des valeurs absolues des termes du polynome en h 
qui figure au second membre, quand on y remplace / par H, n’est 


autre chose que A,(X +H)”. La série 


Ao 1 A,(X t i) { eet An(X + H)e+ Le 


étant convergente, on voit que la série (a + h), ot Pon regarde h 
comme la variable, se trouve dans le cas du n° 38; elle peut étre 
mise sous la forme d’une série a double entrée absolument conver- 
gente, qui peut étre elle-méme ordonnée suivant les puissances 
de h. Les séries partielles 


Of SO Mets et OU mi sg 
IOS 2g ke Nanxer— +, wey 


1.24g+2.34;02 +...+(N—1)Nane—-24+.... 


. ; hi he 
qui figurent comme coefficients de 1°, ee ia sont absolument 


convergentes et, en désignant les sommes de ces séries par &(z), 
Cae), Ga), ..., onvaura 


Pp pP h pr h (pr 
Rat hy=A(x)+ — 4% (7)+ —% (@)-+.... 


Cette formule subsiste tant que Vona 
|A|SH. 
On déduit de cette formule la relation suivante 


Ria +h)—P(x) 
h 


= @'(x)+ + O(a) +. at 


qui montre, puisque le second membre est une fonction continue 
deh, que Yona 


. B(a#+h)—B(z) 
lim, 


= &'( x), 
k= h ) 


et ainsi de suite. 
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Les séries &’(x), &"(x), ..., absolument convergentes tant que 
Yona 
[7] <R, 
ne peuvent étre convergentes pour une valeur 6 dex telle que l’on 
ait 
Realeesaxe 


Si @'(a), en effet, était convergente pour x = 6, on aurait 


lim..| 2a, 67 | =o 
a= oe 

et a fortiori 
lim. | @,07 |= 0; 
na=n 


par suite la série @(x) serait convergente pour les valeurs de x 
satisfaisant aux conditions 


In < || Gl] KL |[- 


Toutes les séries (x), &'(x), L(x), ... ont donc le méme 
cercle de convergence. II peut d’ailleurs arriver que, sur la circon- 
férence, la premiére série soit convergente sans que les autres le 
solent : c’est ce qui arrive si l’on suppose 


La série 
®(2) + 2 O(n) + ~ O(a) + ..., 


convergente assurément si l’on a 
| h | = Re X, 


peut étre convergente pour d’autres valeurs de h. Ce fait sert de 
fondement a la théorie de la continuation que l’on développera 
plus tard (n° 54-60); la proposition qui fait Pobjet principal du 
numéro suivant résulterait immédiatement de cette théorie; toute- 
fois nous la placons ici pour ne pas interrompre la suite des idées. 


43. Soit &(#) une série entiére en x, convergente dans un 
cercle C de rayon R et dont tous les coefficients ne sont pas nuls. 
En un point 2, intérieur a C la fonction &(x) ne peut pas étre 
nulle ainsi que toutes ses dérivées. 
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En effet, si l'on pose 


weath, [A|< R—|ax1], 
on aura 
Qn) (a1) 
Wu ooo 


i Q' (a 
Oe ei ee 68) ps An+.... 
I 
Supposons que @(z) soit nulle ainsi que toutes ses dériyées pour 
x = x,; alors le second membre sera nul quel que soit /; le pre- 
mier membre sera donc nul pour toutes les valeurs de x qui véri- 


fient la condition 
|2—a|<R—|2,|, 


sous laquelle le développement de £(x), suivant les puissances 
de h= x — «x, est légitime; c’est-a-dire que £(z) sera nulle pour 
tous les points x situés 4 l’intérieur du cercle C, décrit de x, 
comme centre et tangent intérieurement au cercle C. Il en sera de 
méme de toutes les dérivées de £(z), ainsi qu’on le voit soit en 
regardant une dérivée comme la limite du rapport de l’accroisse- 
ment de la fonction a l’accroissement de la variable, soit parce que 
Von peut écrire pour les dérivées @’ (x), £"(x), ... des dévelop- 
pements suivant les puissances de / analogues a celui de 2() que 
nous venons de considérer. 

Si le cercle C, contient le point o, la fonction @(z) étant nulle 
en ce point ainsi que toutes ses dérivées, tous les coefficients de 
son développement suivant les puissances de w devraient étre 
nuls (n° 36), ce qui est contraire 4 l’hypothése. Si le cercle C, ne 
contient pas le point o, on prendra a l’intérieur de ce cercle, sur 
le rayon opposé a celui qui aboutit au point z,, un point 2, pour 
lequel on appliquera le méme raisonnement; &(2) devra étre 
nulle ainsi que toutes ses dérivées pour'tous les points intérieurs 
au cercle Cy décrit de 2, comme centre et tangent intérieurement 
aC. Si le cercle Cy contient le point o, la démonstration est ter- 
minée; sinon, en continuant de la méme facon, on parviendra évi- 
demment a enfermer, au bout d’un nombre fini d’opérations, le 
point o dans un cercle a lintérieur duquel on saurait que la 
fonction &(z) est nulle ainsi que toutes ses dérivées et l’on arrive 
toujours a la méme conclusion. 


44, Voici maintenant quelques conséquences importantes de 
Tee baie ——sL 3 
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cette proposition et qu’il faut rapprocher des résultats analogues 
obtenus dans le n° 36 pour le point o. 

Pour 2 = x, la fonction &(x) peut étre nulle ainsi que ses dé- 
rivées, &’(2,), £”(x,), ...; mais il existe une dérivée &”)(z,) qui 
n’est pas nulle. En supposant que toutes celles d’un ordre moindre * 
soient nulles, on peut écrire 


Qin) (7, Qir+1) (ax 
= ECDL aS | (5) s (@— a) te. 
1S aac dt if ones wu) 


ou 

Qa) = (@ —a,)"P (a — x), 
P(2—2,) désignant une série entiére en (x — 2,) qui n’est pas 
nulle pour «= 2, et qui est convergente dans le cercle C,; on 
dit alors que z, est un zéro d’ordre n de 2(z). 

Le point 2x,, intérieur au cercle C, ne peut pas étre la limite 
d@un ensemble infini de points pour lesquels £(z) s’annule, par 
exemple x, ne peut pas appartenir a un arc de courbe, si peut 
qu il soil, en tous les points duquel @(x) s’annulerait. 

Deux séries entiéres en x, convergentes dans le cercle C, ne 
peuvent avoir des valeurs égales pour les points d’un ensemble in- 
fini admettant pour limite un point 2, intérieur a C, par exemple 
pour tous les points d’un are de courbe intérieur a C, sans étre 
identiques, c’est-a-dire sans que les coefficients correspondants 
dans les deux séries soient égaux. 

Enfin dans un cercle C’ concentrique a C et de rayon moindre, 
il ne peut exister une infinité de points distincts pour lesquels 
(a) s’annule : si l’on considére, en effet, l'ensemble infini que 
formeraient ces points, on voit qu’il admettrait nécessairement 
comme point limite un point intérieur a C’ ou situé sur sa circon- 
férence (1) et dans tous les cas intérieur au cercle C. 


45, Soit 


L(t) = a + aes... + anv" 
une série convergente dans le cercle C; la série 


ao a, ane 
D(#)= —e#+—a?+...4 me gnti. 
I 2 {ie = 


(*) Crest une généralisation facile du théoréme de Bolzano (voir Introduction 
a la théorie des fonctions, de M. J. Tannery, p. 42, n° 38). 
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sera convergente au moins dans le méme cercle, car si, pour une 
valeur particuliére de x, | anx” | tend vers zéro quand nr augmente 


5 eet : a ‘ . a 
indéfiniment, il en est de méme de Pear ae |. D’ailleurs, la dérivée 


Oa de jasscrie O(a) est égale a “(7); les deux series (x), 
2(«) ont donc le méme cercle de convergence (n° 42). Enfin, on 
peut démontrer que, sur la circonférence méme, la série 2(z) est 
convergente aux points ot la série &(a) est elle-méme conver- 
gente ('); mais inversement, comme nous l’avons déja fait obser- 
ver dans le n° 42, sur la circonférence, la convergence de 9(z) 
n’entraine pas celle de (x). 
De Végalité 
Q'(a) = &(x) 
résulte la conséquence suivante : si l'on considére un arc de 
courbe y, intérieur au cercle C, défini par la relation 
o=9(t)+iy(t) 


ou la variable réelle ¢ doit varier de ¢) a ¢, et ot o(t), U(¢) sont 
des fonctions réelles de ¢, admettant les dérivées 9/(¢), W(t), on 
aura, en prenant lintégrale le long de l’are y et en désignant par 


Xo, XL, les extrémités de cet are qui correspondent aux valeurs to, 
t, de t, 


f Bx) de = O01) = (a0) 
Sat 


46. Reprenons les notations du n° 37 ct considérons a nouveau 


(*) C’est une conséquence de la seconde des propositions énoncées dans la note 
du n° 31. 


(2) Nous rappelons rapidement Ja démonstration de cette proposition, afin 
d’éyiter, dans l’esprit du lecteur, toute confusion entre les intégrales relatives 
aux variables imaginaires et celles qui se rapportent aux variables réelles. 

Si, pour les valeurs de que définit la relation = 9(¢)+7(é), on a, en 
désignant par @(t), W(t), (2), W,(¢) des fonctions réelles, 


QD (£2) = O(t) +i¥(t), Gy Ela) = P(t) 0 (2), 
on aura 


£12 =QW(w) [9 (4) + H'()] 
5 w(t) + W(t) =[®,(£) +2, (2)] [9'(t) + i4'(1)] 
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une série 
Uveie Calin 66 sayy == fon 


dont tous les termes (') sont des fonctions de x satisfaisant aux 
diverses conditions imposées dans ce n° 37. La somme 9() de 
cette série peut, comme on I’a vu plus haut, étre mise sous forme 
dune série entiére en x pour les valeurs de la variable qui satis- 


font a la condition 
[ei as 


el, par suite, 


®'(t) = @,(t) o'(t) —W,(t) Y'(2), 
(1) (t) (¢) 9'(é) (4) Y'(é) 


W'(t) = ©, (2) Y(t) + (2) 9'(2). 


D’ailleurs on a, par définition 
? = ? 


Kes 
[8@ az = f (eH eo] ae 
af t 


0 


1 
+i f [8 (e) Ye) +¥(2) 9 (Ol ae: 


“ty 


or les intégrales qui figurent dans le second membre ayant le sens de la théorie 
des fonctions d’une variable réelle, on voit, en tenant compte des égalités (1), 
que ces intégrales sont respectivement égales a 


DCC Set) Y Ce Ce 


ce qui démontre l’égalité 


f Bia) dx = (x,) — U2). 


ng 


On aurait pu établir le méme résultat en partant du théoréme démontré au 
n° 28. En supposant la courbe y intérieure a un cercle C’ concentrique a C et de 
rayon moindre et en se rappelant que, dans ce cercle CG’, la série & (a) est®uni- 
formément convergente, on voit qu’on pourrait écrire 


Jf Pia) da =a, f data, f ede+..ta, f odo+...; 
Y Y i Y 


il resterait a établir les égalités 


a dx = —— Care) 
Y TU ToSp : 0 


qui sont, au fond, des cas particuliers de l’égalité que nous youlons démontrer, 
mais quil est facile d’établir directement en se reportant a la définition des in- 
tégrales prises le long d’une courbe. 

(*) Nous écrirons w, (x) ala place de w, quand nous aurons besoin de mettre 
la variable en évidence. 
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elle admet donc (n° 42) pour ces valeurs, des dérivées ¢'(x), 
oe" (x), ...; nous allons montrer que, sil’on désigne par uw), wu’, ..., 
les dérivées successives de la fonction wp, dérivées qui existent 


aussi en vertu du précédent numéro, les séries 


Uy tu, +...+U,+..., 
uUjtUuyt...+UuAt..., 


sont convergentes pour les mémes valeurs de x et ont pour sommes 
g(x), 9"(@), 


Soit en effet z un nombre fixe dont la valeur absolue X soit 
moindre que A: soit # une variable dont la valeur absolue H 
reste moindre que A — X. Considérons la série 


o(xa+h)=uj(ev+h)+ u(x +h)+...+una(a@+h)+..., 


dont les termes sont des fonctions de h; on a, d’aprés le n° 42, 
u;, uy, 
Un(a@+h)=un+ ee aa eS 


d’ailleurs la série o(#-+h) est uniformément convergente pour 
les valeurs considérées de h ; on peut donc appliquer le théoréme 
du n° 37 et mettre o(2-+h) sous la forme d’une série entiére 


en /; on aura ainsi 


= n=o no 
h . | i 
Ol (een) » Un+ Uy + a UW protic) 
7U—=0) n=0 Z—0 


et le théoréme est démontré. 


47. Supposons maintenant que, pour les valeurs de # qui salis- 


nN 


font a la condition 
|al<A, 
la série 
| uo | + |u|+...+| uz |+.-.. 


soit uniformément convergente et que sa somme reste inférieure 
aun nombre positif fixe, le produit 


nu=eo 


LEA) == ak ++ Un) 


n=0 
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pourra, pour ces valeurs de x, étre mis sous la forme d’une série 
entiére ; la fonction P(z) admet donc des dérivées. Pour les 
former, on mettra le produit infini 


nu=o 


P(e#+h)= | | [1+ Un(e+h)] 
(eX) 
sous la forme d’une série entiére en h, ce qui, en vertu du méme 
raisonnement que pour la série, est possible pour toutes les va- 
leurs de A qui vérifient la condition 


|hA|<A—|oz|. 


On a vu, n° 40, que, dans ce développement, le coefficient de la 
premiére puissance de la variable, qui est ici h, peut se mettre 
sous la forme 


P(x)| Uy(%) —~ ui (#) fe i ae ae 3 


[oy (ee Ieee ee emu 


pourvu qu’aucune des fonctions 
I+ U(@), I+u(v), ..., I+ Un(@), 


ne soit nulle, c’est-a-dire pour toutes les valeurs de x telles que 
P(a) soit différent de zéro. On a donc, en désignant par P’(z) la 
dérivée de P(x), 


Pi) aes a ww i, 


PG a Mise isan een 2 
et on voit que la derivée logarithmique de P(x) est la somme 
des dérivées logarithmiques de ses facteurs. Si P(x) était nul, il 
faudrait que l’un des facteurs, 1-++ wy par exemple, fit nul; on 
verrait alors sans peine que la dérivée de P(x) serait donnée par 
la formule 


P'(v@) = (1+ Uy)(A+ 1)... (2+ Un) Up, (I+ Una1) (I+ Unie)... 3 
c’est encore la méme régle que pour un produit limité. 


48. Placons-nous maintenant dans le cas du n° 38, ou, en con- 
servant les notations de ce numéro, la série a double entrée et a 
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termes positifs 
OSS: B=o 
De dene AF 
== 08 |as0 

est convergente. Désignons par 


p=« 
Une) = SS | an, 8 | xP, 


p=o 


ce que devient la série vu, (a) quand on y remplace les coefficients 
dn,g par leurs valeurs absolues; il est clair que les dérivées U),(), 
U;,(«), ... de Un(x) ne seront autres que les séries w/,(x), 
u,(x), ... dans lesquelles on remplace aussi les coefficients par 
leurs valeurs absolues. On voit de suite que la série 


o(@ +h) =u(e+h)-uj(e+h)+...+Un(e@+h)+..., 


ot on regarde z comme une constante dont la valeur absolue X 
est moindre que A, et h comme une variable dont la valeur ab- 
solue est inférieure ou égale 4 A — X, satisfait, elle aussi, aux 
conditions (1°) et (2°) du n° 38; en effet, chacun de ses termes 
peut étre remplacé par une série entiére en /; et (1°) si, dans la 
série 
Un(@) + ula) = -— uh (on) Sr (te) 

on remplace les coefficients des puissances de / par leurs valeurs 


absolues et h par A—X, on formera une série dont les termes 
seront respeclivemenl moindres que les termes correspondants de 


la série 
=) A —X)2 
CU) as aC) ek = Oe er 
d’ailleurs (2°) la série 
Ao t Ay t t An t 


est convergente. Dés lors, on peut appliquer a la série qui repré- 
sente 9(a + /) et au produit infini 


N=o 


P(e+h) =[]t + Un(e + h)| 


i=) 
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les résultats obtenus dans les n° 38, 44, et l’on a ainsi établi, 


sans s’appuyer sur la proposition générale du n° 37, que les séries 


uy (@) + uy (%) +... +, (@)+..., 
Uy (@) + Uy (@) +... + U,(@)+..., 


2 eto evieriel (ele e\e 161.4) 16 016 le lo @76)161.61 61 S16 el © lal iellei «tele kelte 


sont absolument convergentes tant que l’on a |w|< A, qu’elles 
m baie fa euter All Adit eae 

représentent les dérivées 9/(x), 9’(x), ... de la série o( 2) et que, 
en supposant toutefois P(a) différent de zéro, la série 


TCA ae wh, (@) 


Lee Ug(2) oe Ieee oe ea) 


est absolument convergente dans les mémes conditions et repré- 
sente la dérivée logarithmique de P(x). 
Il est aisé de voir, en outre, que la série 


uy (@) + ui, (e@)+...+Uu,(x)+... 


salisfait aussi, ainsi que les dérivées suivantes de o(a), aux con- 
ditions (1°) et (2°) du n° 38, pourvu qu’on remplace A par A —¢, 
¢ étant un nombre positif aussi petit qu’on le voudra. 

Enfin, en vertu de remarques faites dans les n° 38 et 41, des 
conclusions pareilles s’appliquent aux séries et produits infinis 
que l’on peut déduire de la série ¢(x) ou du produit infini P(x) 
en groupant les termes ou les facteurs de cette série ou de ce 
produit. 


49. Voici encore une conséquence du n° 37. Soient 


IV) = UME UAV +... any®+..., 
O( 0) = Op Opa ens te One an 


deux séries entiéres, la premiére en y, la seconde en x. 
Supposons, en désignant par A et B deux nombres positifs, 
que pour les valeurs de x qui vérifient la condition 


|2|<A, 
la seconde série soit absolument convergente et que l’on ait 


|o(xv)|SB; 
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supposons, de plus, que la premiére série soit absolument conver- 
gente pour y = B. 

La premiére série, quand on y regarde y comme égal.a o(z 

p atl ares J 8 f ) 

est uniformément convergente pour toutes les valeurs de w qui 
salisfont a la condition |z]< A; d’ailleurs [o(x)]”, pour ces va- 
leurs, 4 cause de la régle de multiplication des séries, peut étre 
mis sous la forme d’une série entiére en x; il en est donc de 
méme de la fonction /[ o(z)]. 

En particulier, on se trouvera dans le cas du n° 38, si la série 

) ) 

a termes positifs 


[do] +] O,A|+...+ |b, A"] +... 


est convergente et a une somme égale ou inférieure a B. 


BO. Lia proposition précédente montre que inverse d’une série 


entiére en @ 
OUD gen Cy Ete sls; 


convergente sous la condition 
[e|<G, 


ou Cest un nombre positif, peut elle-méme étre mise sous la forme 
d’une série entiére en x, quand le premier coefficient ¢) n’est pas 
nul. 


On peut, en effet, poser 
GF SS Ob A ORB eo oo Oph eu 5 xr 
puis écrire 


Bia) cory Co 


I J [ MVE VF 
CG 


pourvu que l’on ait 


ly|<|.¢o]5 


on peut @ailleurs déterminer un nombre positif D < G, tel que, 


sous la condition 
lai D 
on ait 


ly <K<| ol, 
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K étant_un nombre positif; cela résulte de la continuité de la 
série 
Col + Cy U2 +...4+ Cn 2+... 


dans le voisinage de x = 0. Dés lors, on voit que, pourvu que x 
soit moindre que D en valeur absolue, les conditions requises 
pour lapplication du théoréme du numéro précédent sont véri- 
fiées, et, par conséquent, pour ces mémes valeurs de 2, V’inverse 
de &(z) est elle-méme une série entiére en x. 

Il en sera de méme du rapport 


Gi (Z) 
B(x)” 


ot. 2,(a) est une autre série enliére en 2, convergente lorsque 
Yon a |a|< D, comme on le voit en multipliant les deux séries 


T 

G(x), @(x)? 
au surplus, pour trouver les coefficients de la série égale au rap- 
port considéré, on pourra, au lieu d’appliquer le procédé précé- 
dent, employer la méthode des coefficients indéterminés ou effec- 
tuer la division comme s'il s’agissait de polynomes ordonnés 
suivant les puissances ascendantes de 2. 

Des considérations d’une autre nature montrent que le cercle 


de convergence de la série entiére en x qui est égale a Pia) estla 
hie 


plus petite des valeurs absolues des racines de Péquation @(z)=o. 


IV. — Continuation des fonctions. 


51. Les paragraphes précédents montrent comment la considé- 
ration des séries entiéres donne naissanee a des fonctions de x 
continues, admettant des dérivées. Toutes ces fonctions, obtenues 
par des séries entiéres, ou des combinaisons, en nombre fini ou 
infini, de ces séries, se raménent elles-mémes a des séries en- 
liéres, elt se trouvent toujours, 4 moins qu’il ne s’agisse de fonc- 
tions transcendantes entiéres, enfermées dans un cercle, le cercle 
de convergence de la série finale. I] nous reste 4 montrer com- 


SERIES DONT LES TERMES DEPENDENT D'UNE VARIABLE. 70 


ment on peut sorur de ce cercle : on y arrive par la notion de la 
continuation des fonctions ('). 
Soit 


Qo( a — &o) = ao + ay(@—X)) +...+An(4—2)"+... 


une série enti¢re en x — 2, admettant pour cercle de conver- 
gence le cercle Co, de centre x), de rayon Ry. La somme de cette 
série définit une fonction de x pour toutes les valeurs de la va- 
riable qui vérifient la condition 


|x — xy}< Ro. 


Cette série est, suivant la terminologie de M. Weierstrass, un élé- 
ment de fonction analytique. 

Soit, maintenant, x, un point situé a Vintérieur du cercle Cy. 
Si Von fait 

L— Hy = X,—AX+h, 0 aan, 

il existera, d’aprés le n° 42, une série procédant suivant les puis- 
sances de h, ayant la méme somme que la série proposée, et con- 
vergente tant que l’on aura 


| @— a4| << Ro— | a1 — xl, 


c’est-a-dire tant que le point x est a Vintérieur du cercle décrit du 
point x, comme centre, et tangent intérieurement au cercle Co; 
nous désignerons cette série par 


@.(@— a1) = bo t bi (a @)) frie tect Oro (5 2 2 trateoite 


Les coefficients by), b,, ..-, On, ... ne sont autre chose que les 
valeurs, pour z = 2, des fonctions 


I dn 


CN ae ea eae ae 


ESB AGS Ses @ a 
dx I.2.. on axe Ae 29), 


Désignons par R, Je rayon du cercle de convergence C, de la 
série &,(x — x,). Deux cas peuvent se présenter : ou bien Von 


(1) M. Méray, qui, par son enseignement et ses publications, a été l’un de 
ceux qui ont le plus contribué a fonder la théorie des fonctions sur la considé- 
ration des séries entiéres, emploie l’expression de cheminement. 
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aura, quel que soit le point 2, intérieur au cercle Cy, 
Ry= Ro— |24 "26 | 3 

ou bien, pour certains points au moins, on aura 
Ry > Ro— | a1,— 2). 


Dans le premier cas, dont on a d’ailleurs des exemples ('), la 


(*) Telle est la série signalée par M. Lerch (Acta mathematica, t. X, p. 87) 


nro 


Q(x) _ » grrr 


eal 
dont le cercle de convergence a pour rayon 1 : si l’on pose 
2=r(cosp-+i7sing) Ge <i) 
et si on suppose 9 = i 27, p et g élant entiers, on yoit sans peine gu’on peut 


écrire, pour cette valeur de la variable, 


n=q—i n= 
Q(x) == » Ye > pide M, 
Timo n=q 


La seconde partie du deuxiéme membre est réelle et la valeur absolue de la pre- 
miére est moindre que g—1 : la seconde partie croit d’ailleurs indéfiniment 
quand 7 tend vers un, par des valeurs croissantes; il en est donc de méme de 
| Q(x) } quand le point & s’approche de la circonférence du cercle C, en restant 
sur le rayon qui aboutit au point dont l’affixe est 

P P 


cos 2m + Usin~ 27; 
q q 


on en conclut que ce point ne peut étre situé a Pintérieur du cercle de conyer- 
gence d’une série &,(2—az,) déduite de @(zx) comme il a été expliqué dans 
le texte. D’ailleurs sur tout are de la circonférence du cercle C, se trouvent une 
infinité de points dont Vaffixe a la forme précédente; tous les cercles de conver- 
gence des séries telles que @,(2—,) sont donc tangents intérieurement au 
cercle C,. Il en serait de méme pour la série 


n=ow 


2 
’ ar 


1 


et dautres séries analogues qui se rencontrent dans la théorie des fonctions el- 
liptiques, mais Ja démonstration est un peu plus compliquée. On pourra consul- 
ter sur ce sujet un intéressant article de M. Méray dans le Bulletin des Sciences 
mathématiques, 2° série, t. XII, p. 248. 
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’ 
fonction définie par la premiére série &(x — x) est réellement 
enfermée dans le cercle de convergence Cy; elle ne peut étre con- 
tinuée au dela. 

Le second cas est celui qui se présente le plus souvent dans les 
applications élémentaires; nous allons nous y arréter. 


52. Dans le cas qui nous occupe maintenant, les deux cercles Cy 
et C, ont une parle commune [ Cy, C,]. Nous allons démontrer 
que, en tout point &, intérieur a la fois aux cercles Cy, C,, les 
deux séries &y (a2 — 2x9), &,(x — x,) représentent la méme fonc- 
tion. 

D’abord, pour tout point z’, situé a Vintérieur du cercle C dé- 
crit du point z, comme centre et tangent intérieurement a Co, les 
deux fonctions &)(x— xy), &;(x— x,) sont égales ainsi que 
leurs dérivées. La chose est évidente pour les dérivées, si l’on 
regarde celles-ci comme les limites du rapport de l’accroissement 
de la fonction a celui de la variable. Elle apparait aussi claire- 
ment, si l’on compare les deux développements 


h hr 

P(g —— ay) = Fale! Pa te = EY (a = Bo) os 
h hr 

PB, (2’— #4) : Qi (@'— a1) +...4 aoe = BY (a 1) +. 


développements ot: 2)? (a! — xo), &(x' — x,) désignent les va- 
leurs pour x = a’ des ni*™* dérivées par rapport a x de £o(x— x9), 
&,(x2—x,), et que l’on obtient en remplacant, dans ces der- 
niéres fonctions, z par x'+h, puis en développant suivant les 
puissances de h. Ces deux séries enti¢res en h doivent avoir des 
valeurs égales pour des valeurs suffisamment petites de h, et, 
par conséquent, doivent avoir leurs coefficients correspondants 
égaux (n°36). Si donc le point est intérieur au cercle C’, les deux 
séries £y(a — 2), £,(x — x,) ont méme valeur en ce point, 
ainsi que toutes leurs dérivées. 

Si lon considére, en général, deux points quelconques x, et ae 
on peut les supposer reliés de la facon suivante. Imaginons une 
suite formée par un nombre fini de points, d’ailleurs aussi rap- 
prochés qu’on voudra, 


4 
Ht, 1 bo, tee 
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dont les points x, et § soient le premier et le dernier, et une suite 
correspondante de cercles 


Cy, Dig T2, W050) Ln, rT, 


tels que le centre de chaque cercle soit le point correspondant de 
la suite 

Opie Fars May. Chloe ily. 35 
el que chaque cercle contienne, a son intérieur, le centre du cercle 
suivant. Nous appellerons la figure formée par ces cercles et leurs 
centres chaine de cercles entre x, et & (A)s 

Les points x, et € étant intérieurs a l’espace [ Co, C,], nous 
supposerons la chaine formée de cercles qui soient tous intérieurs 
a cet espace et qui n’en touchent méme pas la limite. On pourra, 
si on veut, prendre, par exemple, les points §,, 6, ...; § sur 
le segment de droite qui joint x, a E. 

Ceci posé, en tout point du cercle c,, les deux séries &o(x— 2»), 
&,(x — x,) ont les mémes valeurs, ainsi que toutes leurs déri- 
vées; nous dirons que, dans ce cercle, elles coincident. Le 
point &, est intérieur aux cercles c,, Co, Cy. Si, dans une ou 
autre des séries &o(x% — xy), &,(a — 2,), on remplace x par 
Ey = C= E et qu'on ordonne par rapport a xr— cis on formera 
deux séries identiques entiéres en  — §,. On peut représenter 


Pune ou l’autre par 
(eo — Ey)5 


cette derniére série converge stirement dans le cercle I',, intérieur 
aux cercles Cy, C,, et y coincide tant avec &y)(x2 — xo) qu’avec 
®,(2 —x,). Le point & est intérieur aux cercles Cy, C,, Ty. Si, 
dans les ,séries &)(% — a), &1(%—2x,), w(x —§&,), on rem- 
place x# par Gok yee ef qu’on ordonne par rapport a x — y, 
on formera trois séries identiques entiéres en x — &, et dont 
Pune quelconque peut étre représentée par 


@e(v— Eo); 


cette derniére série converge dans tout le cercle Ty intérieur & 


(7) Il est souvent commode de supposer que chaque cercle contienne aussi le 
centre du cercle précédent, afin qu’on puisse descendre la chatne en allant de & 
az, comme on la monte en allant de a, a &. 
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Cy et a C,, et y coincide avec Go(x— 2) et &i(a—-z,). On 
continuera de la méme fagon, et l’on parviendra ainsi, par un 
nombre fini d’opérations, a une série entiére en x — &, 


a(x = F 


convergente dans le cercle T de centre &, intérieur aux cercles Cy 
et C,, et coincidant, dans ce cercle, tant avec &)(2 — x) qu’avec 
(2 — x,). La proposition est démontrée. 


53. Nous venons de voir qwil existe une fonction f(x) qui, 
pour tout point intérieur soit au cercle Cy, soit au cercle C,, coin- 
cide soit avec &y)(#— 2), soit avec &,(@ — x,), soit avec les 
deux, si le point z est a la fois intérieur aux deux cercles. 

Pour un point de la circonférence du cercle Cy situé a Vinté- 
rieur du cercle C,, on doit prendre pour définition de f(z) la va- 
leur que fournit la série &, (2 — x,). A cause de la continuité, on 
voit que, sila série &) (2 — xo) se trouve étre convergente en ce 
point, elle fournira la méme détermination, comme il résulte du 
second théoréme d’Abel, en supposant qu’on s’approche du 
point x en suivant le rayon du cercle Cy qui y aboutit. Mais la 
série &y)(x — ay) peut n’étre convergente en aucun point de l’axe 
considéré, et il faué alors recourir a la seconde série £, (2 — x). 

Les points situés sur l’arc de cercle C,, contenu a l’intérieur 
de Cy, donneraient lieu a des observations semblables. 

Les arcs de chacun des cercles Cy, C,, qui sont intérieurs a 
autre, peuvent étre effacés, et, dans laire limitée par les arcs 
restants, aire que nous désignerons par le symbole 


((Go, Gi), 


on a défini une fonction uniyoque f(x), Jouissant des propriétés 
qui suivent : En chaque point @ intérieur a l’aire considérée, la 
fonction est finie, continue, et admet des dérivées de tous les 
ordres; elle est développable en une série entiére en # — a, con- 
vergente pourvu que la valeur absolue de 2 — a soit suffisam- 
ment petite. (On exprime souvent l’ensemble de ces propriétés en 
disant que la fonction est régulicre en a.) 

On dit aussi que la série &o(% — xo) est continuée dans le 
cercle C,, hors du cercle Cy, par la série &,(2 — 2). 
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54. Il est a peine utile de faire remarquer que, si la série 


Do( a — a9) = Ay + a1 (w — 2) Frit AnH — Lo)"+..-. 
est continuée par la série 


Bi (a — 2,) = b+ b4(@ — 2) +... + bn(%— 2%)" +.-.., 


les séries 
Lo (Lv — Xo); Dy (a — x0), see 


dérivées successives de la premiére, seront, de méme, continuées 
par les séries 

> pv 

Bi(w@—a), Wi (# — ay), 


dérivées successives de la seconde. 


De méme encore, si l’on pose 


ao. ay a 
Do (v — ay) = = (@ =a) + > (@ = BoP pred Gieet2) Mle 
bo by = bn 
)(2#—a@,)= e%—24,)-4 U—@,)?+...+ - U—H,)Pr1-... 
D1 ( 1) a 1) ae 1) Sera 1) 


la série 2 9(% — 2y) sera continuée, dans le cercle C,, par la 
série 

D1(%— #1) + Qo(%1— Zo), 
qui, au point x,, coincide avec elle ainsi que ses dérivées. Dans 
le cas ot le cercle C, contiendrait le point xo, les deux séries qui 
se continuent devraient étre égales pour x = xy; on aurait alors 


D1 (%o— %1) = — Do(H1— 2). 


55. Ona supposé, dans ce qui précéde, que les cercles Co, C, 
étaient les cercles de convergence des deux séries £y(x — a9), 
®, (2 — x,); mais il est évident que tous les raisonnements sub- 
sisteraient sans modification si lon avait pris, 4 la place du 
cercle Cy, un cercle concentrique de rayon moindre; puis, apres 
avoir déduit de la méme fagon la série &,(2 —.2,) de la série 
Lo (a — 2), a la place du cercle C, un cercle concentrique plus 
peut. 

Si l'on continue & supposer que les cercles Cy et C, sont les 
cercles de convergence des deux séries 2) (a — 0p), Oy Oey) 
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on peut faire une remarque intéressante relative aux rayons Ry 
et Ride; G, et G,+ 
Le cercle C, étant, au moins, intérieurement tangent au 
cercle Co, ona 
Ry, 2 Ro— | 1 — XI. 
On a, de méme, 
Roz Ri — | 1 — %o|. 


Cela est évident, si le cercle C, ne contient pas 2% a son intérieur; 
dans le cas contraire, cette inégalité résulte de ce que l’on aurait 
pu déduire la série £o(a — xy) de la série &, (x2 — x,), comme on 
a déduit &,(# — x,) de £y(x — x,); on poserait 


Bi(a@—a2,)= P,( ay — 41+ 4 — 2X) 


L' (@o— 21) 


I 


= P(x m1) +4 (@—2o) +... 
RLY) (ay) — ao 
oS (Zo Dh te Beets Net 
ion ele 


et la série qui figure dans le dernier membre serait identique, terme 
par terme, a @) (2 — xq), puisque les deux fonctions @,(x — z,), 
“(a — xo) doivent, pour r= xo, étre égales, ainsi que toutes 
leurs dérivées ('). 


56. Si lon prend un point x, intérieur a l’aire ((C,, C,)) et si 
Von considére la série 
Q( 2 — x2) 


entiére en & — yg, qui représente en x2 et aux environs immé- 
diats la fonction f(x), il peut arriver que le cercle de convergence 
de &y(a—ax.) dépasse l’aire ((C,, C,)), ce qui permet alors 
d’étendre Vaire dans laquelle la fonction f(z) est définie. Et Von 
peut continuer ainsi. On concevra d’ailleurs plus facilement la 
possibilité de cette extension par les remarques que nous allons 
faire dans ce numéro et dans le suivant. 

Considérons une portion (A) du plan, limitée par un ou plu- 


(1) Si on donne au point z, les diverses positions qu’il peut occuper dans le 
cercle C,, & chaque position correspondra une valeur pour R,. Il résulte de la 
remarque précédente que la limite supérieure de l’ensemble des valeurs de R, 
est 2R,. On démontre que la limite inférieure de cet ensemble est 0, limite qui 
n’est d’ailleurs atleinte pour aucun point inéérieur a Co. 

T. et M.—I. 6 
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sieurs contours, mais d’ailleurs connexe, c’est-a-dire telle que l’on 
puisse toujours joindre deux points intérieurs a(A) par une ligne 
brisée située tout entiére dans (A) et n’en rencontrant pas le 
contour. 

Supposons qu’une fonction f(z) soit définie pour tout point @ 
appartenant a (A) ou a son contour, et soit telle qwil existe une 
série 2, (2 — a), convergente pourvu que la valeur absolue de x —a 
reste inférieure 4 un certain nombre positif fixe 7, indépendant de 
a, aussi petit qu’on le voudra, et que cette série ait les mémes 
valeurs que f(x) dans le cercle de centre a et de rayon r('). 
Nous dirons que la fonction f(2) est holomorphe dans l’aire (A), 
et sur son contour. 

Soit une seconde fonction 9(a) aussi holomorphe dans l’aire 
(A) et sur son contour, le rayon de convergence des séries entiéres 
par lesquelles on peut l’exprimer aux environs de chaque point 
étant aussi au moins égal ar. 

Si en un point a, intérieur a (A), les deux fonctions f(x), o(x) 
sont égales ainsi que toutes leurs dérivées, elles coincident en tout 
point de laire (A). 

Autour de ce point a, en effet, dans un cercle de rayon égal ou 
inférieur a 7, les deux fonctions sont représentées par la méme sé- 
rie enticre en 2 — a; soit maintenant bun autre point intérieur a 
(A), on pourra relier les deux points a, 6 par une chaine de cer- 
cles, tous de rayons inférieurs a 7 et tous intérieurs a l’aire (A). 
Dés lors, le raisonnement employé dans le numéro précédent pour 


(*) Toutes les restrictions que nous faisons ici, comme le lecteur s’en conyain- 
cra sans peine, ne sont pas nécessaires; elles sont faites pour faciliter le raison- 
nement dans une théorie dont nous ne voulons exposer que les parties les plus 
essentielles. 

Ainsi la fonction f(a), définie dans l’aire ((C,, G,)), dans le n° 53, ne satisfe- 
rait aux conditions imposées que si l’on substituait aux cercles C,, C, des cercles 
respectivement concentriques, mais de rayons moindres. 

Ajoutons encore qu’en parlant de courbes qui servent de contour ou de lignes 
dintégration, nous supposerons toujours que lon a affaire a des lignes formées 
d'un nombre fini d’arcs de courbes simples, comme des portions de droites, d’arcs 
de cercles, etc., ou, plus généralement, d’ares de courbes analytiques, c’est-a-dire 
telles, que les coordonnées rectangulaires d’un de leurs points puissent s’expri- 
mer par des séries entiéres, a coefficients réels, par rapport 4 un parameétre 
réel ¢, lequel ne doit varier que dans les limites ot ces séries sont absolument 
convergentes. 
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prouver que, au point & les deux séries ®,(~ — x,), @i(a — 2) 
avaient méme valeur, ainsi que toutes leurs dérivées, subsiste évi- 
demment; en allant de cercle en cercle, on voit que les deux 
fonctions f(x), (a) sont représentées, dans chaque cercle, par 
la méme série entiére. On voit aussi d’ailleurs que ces deux fonc- 
tions doivent coincider sur le contour de (A). 

En particulier, si 24(a — a) est la série entiére en 2 — a qui 
représente la fonction f(x) dans le cercle de rayon ret de centre 
a, Pégalité 
devra subsister pour tous les points x qui sont a la fois situés a 
Vintérieur du cercle de convergence de la série et a V’intérieur de 
(A). Si lon considére un cercle de centre a et situé tout enter a 
Pintérieur de (A), ’application évidemment légitime de la formule 


de Cauchy 
Jays ne fe a2 


ot l’intégrale est effectuée le long de la circonférence de ce cercle, 


dans le sens direct, montre que lon a, pour tous les points x 
intérieurs a ce cercle, 


ja) = iL a +(x a) f 2. dz 


= GE 


Cages Ge Ae 


Le second membre n’est autre chose que la série fz (x — a) et l’on 
voit que le rayon du cercle de convergence de cette série est au 
moins égal a Ja plus courte distance du point @ au contour de 
(A) (‘). Le rayon du cercle de convergence est méme nécessaire- 
ment un peu plus grand, en raison de l’hypothése qui a été faite 
sur la facon dont la fonction f(z) se comporte sur le contour 
de (A). 

Si maintenant on part d’un point b intérieur a la fois a (A) et 
au cercle de convergence de la série £4(x — a), et que l’on forme 


(*) Cette derniére conclusion pourrait se déduire, en ne faisant intervenir que 
des propositions appartenant a la théorie méme des séries, du théoréme énoncé 
dans la note du n? 50. 
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la série 
P(x —b) = 2a(b —a) + ine) (a@— a) 
5 a LOE a) 
on aura 


Ly(~—b) = f(z) 


pour tous les points x situés a la fois dans (A) et a l’intérieur du 
cercle de convergence de la série &3(z — b), en sorte que, dans 
(A), la continuation de la fonction £_(« — a), effectuée comme 
il a été expliqué dans les n° 52 et 53, sera toujours fournie par la 
fonction f(x). 

Supposons enfin que l’aire (A) soit limitée par un contour 
simple. Alors, si l’on part du point @ intérieur a (A) pour abouur, 
en suivant une courbe y dont tous les points appartiennent a (A), 
4 un point x appartenant aussi a A, V’intégrale 


[fea [ fleyax 


sera, comme il résulte du théoréme fondamental de Cauchy sur les 
intégrales prises entre des limites imaginaires, indépendante de la 
courbe (y); elle définira donc une fonction F(x), univoque dans 
Paire (A) et l’on sait, par la théorie de Cauchy, que cette fonction 
est holomorphe dans (A). 

On arriverait assez facilement a la notion de cette fonction F(z) 
en conunuant dans laire (A) lasérie 24(x2 — a) entiére en (x — a) 
qui a pour dérivée, dans le cercle de centre a et de rayon’r, la 
série &, (2 — a) et cela en suivant un procédé qui sera expliqué 
tout au long au n° 64; nous laisserons ce soin au lecteur. 


57. Considérons maintenant deux portions du plan (A), (B) 
limitées chacune par un contour simple et deux fonctions f(z), 
g(a) holomorphes chacune dans l’aire correspondante et sur 
son contour, au sens qui a été fixé dans le dernier numéro. 

Supposons que les deux aires (A), (B) empiétent l'une sur 
autre et qu’en un point @ intérieur a la fois 4 (A) et a (B), les 
deux fonctions f(x), (2) soient égales ainsi que toutes leurs déri- 
vées correspondantes. Alors il est clair, par le numéro précédent, 
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que les deux fonctions ne cesseront pas de coincider, ainsi que 
toutes leurs dériyées dans toute la région (C) commune a la fois a 
(A) et a(B), et dont les différents points peuvent étre reliés a a 
par une ligne brisée dont tous les points apparuennent ala fois a 
(A) et a (B). 

Supposons d’abord que. les deux aires (A) et (B) n’aient pas 
d’autres points communs que ceux qui appartiennent a la région 
(C) ainsi définie : on pourra effacer la partie du contour de (A) 
qui est dans (B), celle du contour de (B) qui est dans (A) et dans 
Vaire 

(CX, B)), 


dont les points appartiennent soit a (A) soit 4(B), on aura défini 
une fonction holomorphe F(z), égalea f(z), 4¢(a#) ou aux deux 
foncuions f(x) et o(a), suivant que le point z est dans (A), dans 
(B), ou a la fois dans (A) et dans (B). 

Mais, si les deux aires (A) et (B) ont une autre région commune 
(D) telle que l’on ne pity pénétrer en partant dea et en restant a 
la fois dans les aires (A) et (B), rien, dans ce qui précede, n’auto- 
rise a dire que, dans cette région (D), les deux fonctions f(z), 
¢(x) coincident. Il pourra, suivant les circonstances, en étre ou 
n’en étre pas ainsi, et il faudra se garder, dans ce dernier cas, 
d’effacer Jes portions du contour de (A) ou de (B) qui limitent la 
région (D). On voit, sans que nous insisuons davantage, comment 
s'introduit de cette fagon, la nouon de coupure, que nous suppo- 
sons d’ailleurs familiére au lecteur. 


58. Donnons un exemple des méthodes et propositions qui pré- 


cédent. Partons de la série 


; ve 
I 


dans laquelle le cercle de convergence Ca évidemment Vunité pour 
rayon. En un point # intérieur a ce cercle, on a pour les dérivées 


successives 
I 
@'(2)=1—42#+n7—...= ——) 
[-- Z# 
L I ; , ; 1.2...(m—I 
Q"(2)= ee Boi gid eget ee A) 


PG (1+ a)” 
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et par suite, z, étant un point intérieur a C, 


: Le L— 2X, 1 (2 — 2)? I 
R(a)= R(2) y eer 2 (1+ x1)? 3 (1+ 21) 


=P(a,)+¢ (aa) 


1+ 2% 
On voit dailleurs que la série 
@ (= — =) : 
[+ 2 
entire en 2 — x,, est convergente tant que ona 
Jv—a,|<|14+ 2%], 


c’est-a-dire tant que le point west situé a V’intérieur du cercle C,, 
décrit du point x, comme centre et passant par le point —r. 
Ainsi le cercle de convergence de la série 


x 


B(a,) +e eae) 
est généralement extérieur en partie au cercle C, etl’on a ainsi un 
premier moyen de contnuer la fonction &(z) en dehors du cercle 
C, moyen dont on pourra d’ailleurs poursuivre plus loin l’applica- 
tion. 

D’autre part, si x’ est un point quelconque extérieur ou inté- 
rieur au cercle C, mais dont toutefois l’affixe n’est pas réelle néga- 


tive et plus petite que —1 (ou =—1), la série 
pees _ oa! 1 (@— a’)? ; 1 cays 
Vit 2’ 1+ 2’ 21+ 2')2 3 (1+ 2')3 


entiére en —<', est convergente tant que x vérifie la condi- 


tion 
jea—a'|<li+2'], 


c’est-a-dire tant que x est situé 4 Vintérieur du cercle C’ décrit de 
x' comme centre et passant par le point —1; et comme la dérivée 


x >) Coens ig x 
par rapport a x de £ ( —— ) est égale a 
I+ @ 
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les fonctions 


rie ae 


Pia), @& (75) 


ont en & toutes leurs dérivées égales; on en conclut que, en dési- 
gnant par @ une valeur de x vérifiant a la fois les conditions 


jaj<1, ja—2’'|<|14+2'|, 


les deux fonctions 
R(@), a (===) g A=") +a) 
ts T+ 2 


coincident ainsi que leurs dérivées au point a. Elles coincident, par 
conséquent, dans toute la région commune a deux cercles respec- 


tivement concentriques aux deux cercles C et C’ et de rayons un 
peu moindres; par suite enfin, en un point quelconque de la région 
commune aux deux cercles C, C’, laquelle contient le point a. Si 
Pon efface les portions des deux circonférences C, C’ dont chacune 
est intérieure au cercle dont elle ne fait pas partie, on a défini 
dans l’aire 

((G, C’)) 


une fonction unique f(z) holomorphe dans cette aire mais non 
sur le contour. 

Si l’on avait pris comme point z’ un point d’affixe réelle néga- 
tive et plus petite que —1, il n’existerait pas de point a; c’est 
pourquoi nous avons exclu ces valeurs de 2’. 

Si Von considére maintenant un autre point x” tel que la circon- 
férence C” décrite du point 2” comme centre et passant par le 
point —1 n’ait aucun point commun autre que ce dernier point 
avec la région [C, C’], commune aux deux cercles C, C’, et, si 
Von désigne par 6 un point intérieur a la fois aux deux cercles CG, 
C”, on voit que les deux aires limitées par des contours simples, C" 
et ((C, C’)), auront en général deux parties communes : l'une 
contient le point J; les points de l’autre ne peuvent étre reliés 
au point & sans franchir le contour de l'une ou de l'autre des 
deux aires. Dans la premiére, les fonctions f(z) et 


@ (25 )—2 (255) +8) 


88 INTRODUCTION. 


coincident; rien n’autorise a dire qu’elles coincident dans la se- 
conde, et, en effet, elles n’y coincident pas. Nous le savons, 
d’ailleurs, par les propriétés bien connues de la fonction non uni- 
voque log(1+ x), et nous ne nous arréterons pas a montrer comi- 
ment le procédé précédent pourrait permettre de le reconnaitre 
directement. 


59. Il nous reste encore, pour terminer ce sujet, a expliquer ce 
qu'il faut entendre par continuer le long d’une courbe une fonc- 
lion définie par une série £y(a@ — x), entiére en 29. 

Supposons que les points 2, 21, +++, Zp soient les centres res- 
pectifs des cercles C,, C,, ..., Cy formant une chaine (n° 52), 
c’est-a-dire tels que chacun de ces cercles contienne le centre du 
cercle suivant; supposons, en outre, que les séries 


2 (7 —2), @,(2— a), sey @,(@ — Ln) 


solent respectivement conyergentes dans ces cercles, et que cha- 
cune ait été déduite de la précédente par continuation, de sorte 
que l’on a, par exemple, 


@ ae 
@, (a —ay) = Py(ap— 21) + sie (G2) ee. 
LO) (a9 — 21) 


L—x,/)r4+.... 
Meets aad? ( ia 


Enfin, supposons les points x, 21, .--, Zp situés sur un are de 
courbe (S), commengant au point Zo, finissant au point 2, et sa- 
tisfaisant aux conditions suivantes : 

A chaque valeur de l’are s, compté a partir de zy, correspond 
un point unique de la courbe. En se déplacant sur la courbe de 
facon que l’arc s grandisse d’une maniére continue, on rencontre 
successivement, et dans l’ordre indiqué, les points 29,21, %2)-++) @ny 
en décrivant successivement les arcs 292, 2,22, -++, &n-1 kn; 
respectivement contenus a |’intérieur des cercles Cy, Cy, ..., 
C,_,. Sil arrive que deux de ces arcs se croisent, on regardera 
comme essentiellement distincts le point du premier et le point 
du second are qui coincident; ces deux points se distingueront 
par la valeur de lare s, qui n’est pas la méme pour l’un et pour 
Pautre. Convenons encore, si § est un point quelconque de la 
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courbe (S) correspondant a la valeur ¢ de l’arc s, et si (7) est un 
cercle décrit du point comme centre, d’appeler arc de la courbe 
intérieur au cercle (y) la portion de cette courbe que l’on décrit 
en faisant croitre ou décrottre s 4 partir de ¢, jusqu’a ce qu’on 
rencontre la circonférence du cercle (1); sil y a d’autres points 
de la courbe intérieurs au cercle (y), on n’en tiendra pas compte. 

Ceci posé, nous définirons sans ambiguité, pour tout point «x 
de la courbe (S) correspondanta un arc s donné, une fonction f(z), 
par cette condition que, si le point w appartient a l’arc x; x44, la 
valeur de f(z) soit égale a celle de &;(x — xj). 

La fonction f(z) jouit de la propriété suivante : Si l’on consi- 
dére un quelconque § des points de (S) correspondant a la va- 
leur o de Vare s, il existera un cercle (y) de centre €, de rayon 
indépendant de ¢, et une série w(x — §) entiére en x —&, telle 
que Von ait 


(a —t) = f(2) 


pour tous les points de l’arc de la courbe (S) intérieur au cercle (7). 
Il suffira, en effet, de prendre pour p un nombre inférieur a cha- 
cun des nombres 6,, 63, ..., 6p_4, ot 6; désigne la plus courte 
distance d’un point de l’arc x;2;4, 4 la circonférence du cercle C;, 
et, en supposant que € appartienne a ce dernier arc, de prendre 
pour la série w(x — £) la série qui se déduit de @;(2 — a;), en 
substituant 2 — §+ €— a; a x — x;, et en ordonnant suivant les 
puissances de 2 — &. 

Toute fonction f(x) jouissant de la propriété précédente est 
entiérement déterminée dés qa’on se donne la courbe (S) et le 
premier élément &)(z — x), ou, ce qui revient au méme, les va- 
leurs des dérivées successives de la fonction f(z) au point 2). On 
s’en convaincra sans peine par un raisonnement employé déja 
plusieurs fois, en s’avancant successivement sur la courbe (S) a 
partir du point 2», et en formant une chaine de petits cercles de 
rayons égaux ap dont les centres soient sur (S), et se succédent 
dans un ordre tel qu’on les rencontre successivement en marchant 
sur la courbe dans le sens des arcs croissants a partir du point xo. 

On voit, d’aprés cela, que si, pour continuer la fonction 
Qo (a — xo) jusqu’au point xp, on avait pris sur la courbe (S) une 
autres suite dey points:a,, 255. 21 62 


/ 


py Ln correspondant a des 
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valeurs toujours croissantes de V’arc s, de maniere a obtenir, 
toujours par le méme procédé, une suite de séries enti¢res en 
Tih sy Uy 5 a pe COURT i= ),, 


Lo Gear) wal aby oreernha ie | lenis aaa Ne 6 Sie Pp(w#—x,), Pr(v— Zn), 


la derniére série ne peut qu’étre identique 4 la série &, (2 — £n), 
trouvée au moyen de la premiére suite de points. On a ainsi une 
idée trés nette de ce qu’est la continuation d’une fonction, donnée 
par un premier élément & (a — 2), quand on suit une courbe 
déterminée, en supposant que cette continuation puisse se faire. 

On concoit d’ailleurs que, en suivant deux chemins différents 
pour aller du point zo au point x,, on parvienne en ce point avec 
deux séries différentes, enti¢res en  — Zn, quoiqu’on soit parti 
du méme élément &)(a — 2»). 

Si la courbe (S) fait partie d’une aire (A) dans laquelle on ait 
défini (n°56) une fonction f(z) holomorphe dans (A) et sur le con- 
tour, et si l’on part de Vélément £o(2— xo), qui coincide au 
point Zp» et aux environs avec f(z), il est clair que la fonction 
que l’on définira ainsi le long de la courbe (S) coincidera toujours 
avec f(x), et, dans ce cas, si ’on aboutit au méme point x, en 
suivant deux chemins différents, appartenant tous les deux entie- 
rement 4 l’aire (A), om arrivera en 2, avec la méme série 
Vn (x a Zn). 


60. Reportons-nous maintenant au commencement du n° 56, 
ou, en partant d’un élément &)(a@ — x9), nous avons cherché a 
continuer la fonction que définit cet élément dans le cercle de 
convergence. 

Il peut se faire qu’on parvienne, par une série de contunuations 
successives, a définir dans tout le plan, sauf certains points, cer- 
taines lignes, certaines régions, une fonction univoque et régu- 
liere partout, sauf pour les points, lignes et régions exclues. 
Quant aux lignes de discontinuité, elles peuvent étre de diverses 
natures : les unes ne pouvant étre traversées en aucune facon, 
comme dans l’exemple de la note du n° 51, tandis que les 
autres, qui séparent deux régions dans lesquelles la fonction est 
définie, pourraient étre traversées sans obstacle par une ligne 
suivant laquelle on pourrait continuer la fonction par le procédé 
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du numéro précédent, en partant d’un élément relatif & un point 
de la premiére région, mais avec cette circonstance, que les séries 
que lon trouverait ainsi, aprés ayoir trayersé la ligne de disconti- 
nuité, ne coincideraient plus avec les séries qui définissent la 
fonction dans la deuxiéme région. 


5 coe ak es 
Nous ferons encore la remarque suivante : Soit & (3) une série 
a: 


a I 
entiére en 7? convergente tant que Yona 
|v| >A, 


ou A est un nombre positif. Désignons par -b la région exté- 
rieure au cercle de rayon A décrit du point O comme centre. On 
a8 i 7 . 5 
observera d’abord que la série & (3) définit une fonction de la 
variable 2 holomorphe dans toute aire limitée qui fait partie de ob 
sans en atteindre la limite : cela résulte, si l’on veut, du théo- 
réme du n° 49 sur la composition des séries. Imaginons mainte- 
nant que, en partant par exemple d’un élément de fonction 
Po (x2 — a) et en appliquant le procédé de continuation, on par- 
vienne a une série &,(z — x,), pour laquelle x, appartienne a Lb 
et telle que, pour tous les points du cercle de convergence de 
celte série situés dans ob, on ait 
ic) [ 
Qo(e2— xg) =H (=); 
XL 
il est clair qu’on pourra alors appliquer la proposition du n° 57 
et que, si l’on continue l’élément &,(2 — #q) en restant dans cb, 
par exemple au moyen d’une chaine de cercles tous situés dans ob, 
on trouvera toujours des séries &g(a2 — xg) pour lesquelles on 


aura 


Pa(2—axg)= a 


dans la région ott les deux membres ont un sens, et lon pourra 
avn ay : j 5 
regarder l’élément 2(=) lui-méme comme fournissant la conti- 
aL 
nuation de la fonction, dont la partie que l’on considére est dite 
alors réguliére au point o. 
M. Weierstrass entend par fonction analy tique Vensemble de 
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toutes les séries telles que 
I 
@4(@—Z£q), a(=), 


que lon peut déduire par continuation, soit d’une facon, soit 
d’une autre, d’un élément &)(a — xo). Nous avons déja fait ob- 
server, et nous le répétons ici, que, dans cetle expression fonc- 
tion analytique, le mot fonction n’a nullement le sens que nous 
avons donné a ce mot dans ce Livre, et qui indique seulement une 
correspondance entre deux variables telle que Pune des variables, 
la variable indépendante, étant donnée, l’autre variable, la fonc- 
tion, soit donnée. C’est ce dernier sens que nous conserverons 
toutes les fois que l’épithéte analytique ne sera pas accolée au 
mot fonction. 

Il résulte bien nettement de ce qui précéde que l’ensemble des 
séries, qui constitue une fonction analytique, est déterminé quand 
on se donne une de ces séries; en d’autres termes, une fonction 
analytique est déterminée par l’un de ses éléments. Comme on 
peul continuer une fonction en revenant sur ses pas et passant de 
Xn & Xo, au lieu de passer de xp a Xp, On voit bien que la fonc- 
tion analytique est déterminée par un quelconque de ses élé- 
ments. 


t 


V. — Application aux équations différentielles linéaires. 


61. Le procédé de continuation d’une fonction donnée par un 
élément & (a — x9), c’est-a-dire, au fond, par la suite des coeffi- 
cients d’une série entiére en x — 29, n’est guére applicable direc- 
tement pour reconnaitre les propriétés de la fonction qu’on en- 
gendre ainsi, en raison de la complication évidente des calculs 
quand on passe d’une série a une autre, et importance de ce pro- 
cédé est surtout théorique. Il sert, par exemple, de base pour éta- 
blir existence de fonctions définies par des équations différen- 
tielles. 

Nous n’avons nullement V’intention d’exposer la théorie de ces 
fonctions. Nous nous bornerons, pour donner un exemple, a con- 
sidérer les équations différentielles linéaires et 4 établir le théo- 
réme fondamental relatif 4 l’existence des solutions de ces équa- 
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lions ('), théoréme qui nous sera utile plus tard : nous nous con- 
tenterons, d’ailleurs, uniquement pour éviter quelques longueurs 
décriture, d’examiner le cas d’une équation différentielle du se- 
cond ordre. Les raisonnements qui suivent s’étendent, sans diffi- 
culté aucune, aux équations d’ordre supérieur. 
Soit done 
eT PTaa e0 


uve €équation différentielle linéaire homogéne du second ordre. 
Supposons que p etg soient des fonctions de x développables en 
séries entiéres en “2 — x) absolument convergentes pour toutes 
les valeurs de x qui satisfont a la condition 


| a —axo| SR. 


Nous allons montrer que, en désignant par wy et wu, deux nombres 
arbitraires, il existe une série de la forme 


Uy + Uy (@ — @y) + Ug (4 — @)?+ U3(H@— a )B+.. 


=) 


dans laquelle les coefficients w., u3, ... sont parfaitement déter- 
minés, convergente pour toutes les valeurs de x qui satisfont a 
la condition précédente (sauf, peut-étre, celles pour lesquelles 
Pégalité a lieu), et qui, pour toutes ces valeurs, vérifie identique - 
ment l’équation différentielle. 

On voit d’abord, en faisant le changement de variable 


eS = Ly RE, 


qui change l’équation proposée en une autre de méme forme, que 
Yon peut se borner a examiner le cas ot. l’on a 


Ay = Or, InY 3 Iie 
Soient donc, dans cette hypothése, 


j S / DA JOE = OE ao 


O] = Hiya Of MEE 4 CINCOP APG 0 oh 


(*) La théorie des équations différentielles linéaires, au point de yue des va- 
riables imaginaires, est due a M. Fuchs, qui l’a développée dans une série de 
Mémoires dont le premier se trouve dans le tome 66 du Journal de Crelle. 
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les séries 4 termes positfs 


P= po) | Pt] 2 SE Pe] 
Q= [90] +] 91] +---+ | gn] +... 


étant convergentes. 
Cherchons A satisfaire identiquement a Péquation différentielle 
par une série de la forme 


=UytUyo+ Ugv?+.. 
1 


sav} 


Uy, Uy étant des nombres donnés. En prenant les dérivées pre- 
miére et seconde, puis substituant dans l’équation différentielle et 
écrivant qu’elle est identiquement vérifiée, il vient 


1.2Ug+ Polly + Joo = 0, 


2.3U3 + 2Ug Pot (Pit Jo) Mit Jilo = O,~7 
ie a eae a es ee ; 
(2 —1)NUn+ (MN —1) Po Up—1 + [(% — 2) Pr + Jo] Un-2 
+ [(7 —3) pot Qi] Un-z+- +--+ [Pn-2+ Fn—s] Ui + Yn—2to = 0, 


Ces équations, ot l’on doit regarder wy, uw; comme des données, 
déterminent successivement et sans ambiguité les coefficients w., 
Lk he ay, oot eb Sle Serie 


Ug + Uy + Ugv* +... 


ainsi formée est convergente, il est clair qu’elle vérifiera l’équa- 
tion différentielle. Nous allons montrer qu'elle est absolument 
convergente pour l’ensemble des valeurs de x qui satisfont a la 


condition 
1231 | acces 


Soient, en effet, A et B des nombres positifs supérieurs ou égaux 
respectivement a P et a Q, et, par conséquent a [Pr|, | ga| pour 
toutes les valeurs de nr; soient, en outre, ¢) et », deux nombres 
posiuifs égaux ou supérieurs a | wo| et | w,|. Considérons les équa- 
tions 
1.2%,= Ap, + Bey, 
2.393= 2Ae2.+ (A+ B)e,+ Boo, 
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(2 —1)nen,= (nr —1)APn 1+ [(rn — 2)A +B] Pp» 

+ [(7—3)A +B] e,-3+...+(A +B) o,+ Boo, 

ilest clair que, si l’on détermine les quantités 2, 03, ..., (n, .-- 
par ces formules, tous les nombres ainsi trouvés seront positifs et 


que Von aura 
Pn2 | Un ; 


or ’équation qui détermine ¢, peut s’écrire 


(M—1)NOn= A(R —1) On—-1+ (2 — 2) Pn—-2 +... + 94 | 


+ Bl en»+ Pn—3+... + 9] 


en retranchant, membre a membre, de cette équation celle qu’on 
en déduit en changeant n en n —1, il vient 


(2 —1) nen = (rn —1)[A+nr—2]| Pp—1 + Bona; 


ainsi, il suffit de supposer A> 2, pour que ¢, soit supérieur a 
Pn_1, quel que soit n, supposé toutefois plus grand que un. Ona 
dailleurs 


Pn—1 n B Pn—2 , 
O, A+t+n—2 (n—1)\(A+n—2) & ’ 


Pn -— , . LENO x ° 
le rapport os étant inférieur 4 un, on voit que, lorsque n aug- 
2 


mente indéfiniment, le premier membre a pour limite l’unité; par 
suite, si z’ est un nombre positif plus petit que un, la série 


Po eo +... Oper... 
est convergente; la série 


Ug Uy Os... Uy e+... 


est donc absolument convergente si la valeur absolue de x est 
moindre que un. Le théoréme est démontré. 


62. La valeur de w, tirée des équations (I) est évidemment de 


la forme 
Uy = dbp Uy Von, 


OU cby et Vby sont des fonctions des coefficients Po, Pry +++) Jos 
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Gi, <os OL On Suppose Up —= Ose y a= 1, 0l, se uredUlt a lay ace 
méme il se réduit a vb, $i Up = 0, Uy = 13 il résulte par conséquent 
du théoréme précédent que les séries 


who (@) = 1 + clog @?+ Moga? +...+ clon e+... 
v2 


Ub (2) = 2+ Voov? + Vb3x3-+...4 Uo, a+... 


sont conyergentes pour les valeurs de x qui vérifient la condition 
[a =o 


et la forme générale des solutions de l’équation différentielle, qui 
peuyent ¢tre représentées par une série entiére en w, sera 


J (2%) = Up bke(x) + uy V(x), 


oll Uy, Uy sont des constantes arbitraires égales aux valeurs pour 
a= o de f(a) et de sa dérivée, 

Le fait que les coefficients de la série f(x) sont déterminés 
quand on se donne les deux premiers, n’est que la traduction de 
cette proposition évidente a priori: si une fonction est assujettie 
a vérifier ’équation différentielle 


+ PY + dy =9,; 


les valeurs de ses dérivées seconde, troisiéme, ... en un point 
sont déterminées quand on se donne les valeurs en ce point de 
cette fonction et de sa dérivée premiére; cela résulte pour la dé- 
rivée seconde de l’équation 


POA YE Be 


elle-méme, pour la dérivée troisiéme de celle qu’on en déduirait 
en la différentiant, etc. 


63. Supposons que les coefficients p, g de ’équation différen- 
tielle soient des polynomes entiers en x ou des fonctions trans- 
cendantes entiéres. Il existera une fonction satisfaisant 4 l’équa- 
tion différentielle linéaire, prenant ainsi que sa dérivée au point 


x = x, des valeurs arbitraires wo, uw, et développable en une sé- 
rie enliére en 2 — 2, convergente dans un cercle de rayon arbi- 
traire, c’est-a-dire dans tout le plan. La solution générale de l’é- 
quation différentielle sera une fonction transcendante entiére. 
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64. Supposons que p et g soient des fractions rationnelles 


o(x), V(x), V(x) étant des polynomes enters n’ayant pas de 
facteur commun. Solent 4,, %, ..., %p les racines distinctes de 
Péquation 


(G2) SOF 


soit enfin 2) un point du plan distinct des points a,, 4, ..., &p. 


Si R désigne un nombre positif moindre que tous les nombres 
| %— % |, | %o— Ge |, sey | 2o— &p|, 


les fonctions p et g pourront étre développées en séries entiéres 
en x — x», absolument conyergentes pour les valeurs de x qui 
vérifient la condition 


| —a|2R 


il existera donc une fonction ”, (a — xo) vérifiant l’équation 
différentielle, prenant pour «=, ainsi que sa dérivée, des 
valeurs arbitrairement choisies io, uo, et convergente pour les va- 
leurs de x qui satisfont a la condition 


|2@—ax|<R. 


Ceci posé, imaginons une courbe (S) partant du point xo, ne 
passant par aucun des points %, %,.-., %p. Il est aisé de voir 
qu’on pourra continuer la fonction &)(%— %) tout le long de 
cette courbe. Soit, en effet, 6 un nombre plus petit que les plus 
courtes distances des points a,, a, ..., %p ala courbe (S); 
considérons une chaine de cercles Co, C,, ..., Cy ayant respecti- 
vement leurs centres aux points 2, £1, .--, Zp, de la courbe (S), 
et rencontrés successivement par un mobile qui partirait du point 
a et décrirait la courbe dans le sens des arcs croissants (n° 59). 
Dans le cercle Cy la série “y (a — x) vérifie ’équation différen- 
tielle; cette fonction prend, avec sa dérivée, au point x, intérieur 
a Co, les valeurs ,, 13 soit &,(# — x,) la série entiére en x— 2, 
qui vérifie l'équation différentielle et dont les deux premiers 
coefficients sont A, et p43 au point w,, les séries Ly (a — xq) et 

Det Mou le 7 
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®,(a—.z,) coincident ainsi que toutes leurs dérivées; &, (x — 24) 
ne différe donc pas de la série obtenue ‘en remplacant, dans 


Ro (a — £0), L— Ly par 


D4 20 a i 4, 


et développant suivant les puissances entiéres de x—a,. On 
continuera ainsi de proche en proche, et lon arrivera en #, avec 
une série déterminée &, (x — %,), qui peut étre regardée comme 
déduite de &y) (x — ao) par le procédé de continuation, en che- 
minant le long de la courbe (S) (n° 59). Cette série, qui vérifie 
léquation différenuielle, dépend uniquement des nombres Ag, Yo 
et du chemin (S) parcouru pour arriver au point 2p. 

Si lon considére une aire (A), limitée par un contour simple, 
ne contenant nia son intérieur ni sur sa circonférence aucun des 
points %, %,..-, %p, il existera une fonction f(z) holomorphe 
dans toute cette aire, vérifiant l’équation différentielle et entiére- 
ment déterminée si |’on se donne sa valeur et celle de sa dérivée 
en un point 2% de (A). 

Supposons, en effet, pour simplifier, que le contour qui limite 
Vaire considérée ne soit rencontré qu’en deux points par toute 
droite paralléle 4 une direction convenable, et soit 6 un nombre 
moindre que la plus courte des plus courtes distances des points 
ho, %4, +++, %» au contour de (A). On pourra décomposer (A) en 
bandes par des paralléles équidistantes, la distance de deux paral- 

A 


. , 0 , , 
léles étant 5) on pourra décomposer ces bandes en carrés, dont les 


extrémes pourront étre incomplets. L’un de ces carrés contiendra 
le point x), pour lequel la fonction et sa dérivée doivent étre 


égales respectivement a os Yo} On formera la solution correspon- 


{ 
dante &, (x — x), qui conviendra évidemment dans tout le carré: 
J (a) sera définie dans tout le carré comme devant étre égale a 
2) (@ — a,). Dans un des carrés contigus appartenant a la méme 
bande, se trouve un point 2, situé aussi dans le cercle de conver- 
gence de la série &)(2 — xy), dont le rayon est supérieur a 8; 
soient , et uy les valeurs de &,(a%—2,) et de sa dérivée, pour 
x == x,; on formera la solution correspondante &, (2 — x,)et on 
adoptera, pour valeurs de f(a) dans le second carré, celles de 
W, (@ — «,). Ces valeurs continueront celles qui ont été définies 
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dans le premier carré. On passera ensuite au carré suivant de la 
méme bande, etc.; on parviendra ainsi a définir la fonction dans 
toute la bande. 

On la définira de méme dans la bande contigué en partant d'un 
point a, situé dans le cercle de convergence d’une des séries pré- 
cédentes; tous ces cercles, en effet, empiétent évidemment sur la 
seconde bande. Les valeurs de la fonction dans la seconde bande 
continuent celles qui ont été définies dans la premiére bande, 
puisque, au point 2), la fonction définie dans la premiére bande 
et celle définie dans la seconde bande sont égales, ainsi que toutes 
leurs dérivées. On peut done effacer la ligne qui sépare les deux 
bandes, puis continuer ainsi de bande en bande d’un coté et de 
autre, jusqu’a remplir l’aire (A) tout entiére. 

Si l'on a maintenant une autre aire (B) de méme nature que (A), 
ayant un point € commun avec (A) et n’empiétant sur (A) qu’en 

des points qu’on peutrelier a €, sans sortir ni de (A) ni de (B), on 
pourra de la méme fagon, en partant de ce point, remplir l’aire (B) 
tout entiére, puis effacer la ligne de séparation entre (A) et (B), et 
ainsi de suite. On voit de cette fagon qu’on pourra définir, sans 
ambiguité, une fonction salisfaisant a l’équation diflérentielle, 
holomorphe dans toute aire limitée par un contour simple ne con- 
tenant aucun des points critiques a, %, ..-, %p, pourvu qu’on 
se donne en un point zy de cette aire la valeur de la fonction et 
de sa dérivée. Si 2, Z, sont deux points de cette aire, si on les 
relie par une courbe dont tous les points appartiennent a l’aire 
considérée, et que l’on continue la solution &) (@ — x9) relative au 
point x, le long de cette courbe, comme il a été expliqué précé- 
demment, la solution &,(z—«x,), avec laquelle on parviendra 
ainsi au point Xp . sera évidemment indépendante du chemin par- 
couru (n° 59). 

Mais il en serait autrement si les deux chemins partant de 2, et 
aboutissant en £, contenaient dans laire plane qu’ils limitent un 
des points critiques %, %),---, %p- Si Pon relie tous ces points 
par une ligne brisée, dont tous ces points seraient les sommets, 
s’étendant ensuite indéfiniment a partir du dernier point et telle 
que chacun de ses éléments ne soit traversé par aucun autre, 
puis, que l’on pratique une coupure dans le plan le long de cette 
ligne, on voit, par ce qui précéde, qu il existera une fonction f(z) 
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holomorphe dans tout le plan coupé, satisfaisant a ’équation dif- 
férentielle, et entiérement déterminée quand on se donne sa valeur 
et celle de sa dérivée pour un point du plan coupé. 

Ces considérations s’étendent sans peine a des équations diffé- 
rentielles linéaires plus générales que celle que nous venons de 
considérer, et l’on trouve ainsi, sans rencontrer de difficulté nou- 
velle, que, si les coefficients p, g sont holomorphes dans une 
aire (A) limitée par un contour simple, il existera encore dans 
cette aire une fonction holomorphe, vérifiant ’équation difléren- 
tielle, enticrement déterminée par sa valeur en un point de laire 
et celle de sa dérivée. 
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CHAPITRE II. 


FONCTIONS TRANSCENDANTES ENTIERES. 


I. — Fonctions exponentielles et circulaires. 


65. Abandonnant maintenant ces considérations générales, 
nous allons établir quelques résultats fondamentaux dus pour une 
bonne partie a Euler et relatifs aux fonctions exponentielles et 
circulaires ('). 

On sait que la série 


ee 
= i | eee 7% ese 
a eee eo arnn. 


est absolument conyergente dans tout le plan : elle définit une 
fonction transcendante entiére. Nous allons montrer que sa somme 


est la limite vers laquelle tend 


xa\m 
(1+ 2 
m 


quand m augmente indéfiniment par des valeurs entiéres et po- 


sitives. 
Supposons Vabord x réel et positif. La relation 


a \m x 1 Mi I 2 x 
I+ — Seb Sate (i {1 I— — eee 
m I io jf oD m Tele Deo 


(1) Les n° 65, 67, 68 ont été rédigés d’aprés des Lecons faites a VEcole Nor- 


male par M. Darboux vers 1880. 
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dans le second membre de laquelle les coefficients de 2°, z', 
“7, ..-, 2™ sont tous positifs, montre que, lorsque m augmente, 


/ 


ip \ ue : Me ae 
(1+ -—) augmente, puisqu’il en est ainsi de chaque terme du 
m, 


NS 


second membre et que d’ailleurs le nombre de ces termes aug- 


mente. D’ailleurs ces termes sont toujours inférieurs aux termes 
reed if wew\m & 
correspondants de la série 9(~), donc (i ae S reste toujours 


: ee ‘ Pox GR NUE See 
inférieur a la:somme de cette série ; (: + = a done une limite 


quand m augmente indéfiniment, et cette limite est au plus égale 
a lasomme de la série o(z). D’un autre cdté, cette limite est au 
moins égale ala limite de la somme des p +1 premiers termes du 


is B ne Ft z 
développement de (: ts =) , c’est-a-dire a 


6 0 i ave : m 
et cela quel que soit p. On voit donc que la limite de (: ae = | 


est égale a o(2). 
Supposons maintenant # imaginaire. Si l’on ordonne, suivant 
les puissances de a, la différence 


B nt 
oa) — (14+ 2) ) 
m 


on obtiendra une série dont tous les coefficients sont réels et po- 
sitifs et dont la somme ne peut donc qu’augmenter quand on rem- 
place x par |x). On a ainsi 


er (eo ds) 


= f [2| a 
=¢(/@]) eee cers ; 


S 


m 


mais le second membre de cette inégalité tend vers zéro quand m 
augmente indéfiniment. Il en est donc de méme du premier. 

On représente la fonction o(x) définie pour toutes les valeurs 
de aw par le symbole e*; e' ou e n’est d’aprés cela autre chose que 
la somme de la série 


gee nine at Se Sia) DUO 
I 1.2 1-2... 7 


L’application du théoréme de la multiplication des séries montre 
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immédiatement que Yona 


ert ey = exty 


et, de cette égalité étendue 4 un nombre quelconque de facteurs, on 
déduit sans peine que, quand x est entier positif, e? n’est autre 
chose que le produit de « facteurs égaux a e, en sorte que l’emploi 
de ce symbole n’implique aucune contradiction. 


66. En remplacant dans l’égalité 


C2 = tet + ee t 


@ par vx et, en posant 


Y(v)=1—- = + — __..., 
No licBawei 
f _ & Gee ee 
is 1 oe | Ty Bees ; 


il vient 

CNV) = 0 (2). 
de méme 

e€ ee (2) = vy (2). 


Lorsque « est réel, les séries U(x), y(#) représentent, comme on 
sait, les fonctions cosz, sing, introduites en Trigonométrie. On 
pourrait méme, si ces derniéres fonctions n’ayaient pas été intro- 
duites antérieurement, prendre ces séries comme définitions de 
cosz et sinx; le nombre x= apparait alors comme étant le double 
de la plus petite racine positive de l’équation ¥(z) = 0 ('). On 
a alors, par définition, pour toute valeur de « réelle ou imagi- 


naire, 
ake Tee 
efX& = cose + tsing, cosx = — (e+ e-I@), 
2 
fe : i ae 
e—= = Cosx —Lsin2e, SNC == —a(C OE 
20 
sin @ cos@ 
ter = > COU == = G 
cOsa@ sine 


on en déduira sans peine que les propriétés établies en Trigono- 


(') Voir VIntroduction a la theorie des fonctions, de M. Jules Tannery, 
joy tenth OP Qiks 


104 INTRODUCTION. 


métrie (formule d’addition, périodicité, etc.) s’étendent facilement 
aux fonctions sinw, cosz, ainsi définies; nous ne nous y arré- 
terons pas. 


Nous emploierons encore les notations 


Is. eye ex—e-x 
sha = = sini” = —=—_,, ' 
U 2 
‘ CL Cae 
cha = cos tz = —— + 
2 


Toutes ces fonctions admettent des dérivées dont la formation est 
bien connue et se déduit d’ailleurs de la considération des séries 
précédentes. 


Enfin, si ’on pose 
Cr =. 


et si lon pratique, dans le plan des x, une coupure allant du 
point o 4 Vinfini en suivant l’axe des quantités négatives, il existe 
une infinité de fonctions de 2, holomorphes dans le plan coupé, 
qui vérifient l’équation précédente quand on les met a la place 
de vy. Pour Pune d’elles, la valeur absolue de la partie imaginaire 
reste, quel que soit x, inférieure a7; c’est la détermination prin- 
cipale de logx. Toutes les autres solutions de |’équation précé- 
dente s’obtiennent en ajoutanta celle-la un multiple entier de 277; 
Pune quelconque d’entre elles vérifie l’équation différentielle 

Chg a 


dz * x 


Ces résultats, que l’on obtient d’ailleurs sans aucune difficulté, 


sont trop connus pour que nous nous arrétions a les développer 
a nouveau. 


67. Sil’on pose 


1 a\m ar \m 
Te in 2, (3 < =) (: =) |, 


m étant un entier positif que, pour la commodité de ce qui va 
Suivre, nous supposerons toujours impair, on a, par l’une des défi- 
nitions précédentes, 


shi) — lim.0 70). 


mo 


FONCTIONS TRANSCENDANTES ENTIERES. 105 


Les racines de l’équation en x 
0(m) =o 


sont données par la formule 


_ & 
i= ia QkTi 
eee 
xv ) 
77 


kt ATL 
x Cte m2 kr 
i RACE FRIn se 
m ase py m 


On aura toutes les valeurs de x en donnant a k les valeurs 


m—t1 Devil : if. = [i 
? = me coe ce) I ose =a 
9, 2 ’ ’ ? ? ’ a 


k étant supposé égal a ’un de ces nombres, nous ferons 


kr 
Le= mts 


uo 


‘ ‘ , T : 1 
Wout lon voit, puisque ==! est compris entre — — et + —, que la 
7 2, 3) 
valeur absolue du nombre réel x, est supérieure a celle de kz. 
Les racines du polynome 4(77) n’étant autres que les nombres 72, 
et le coefficient de z, dans ce polynome développé, étant égal a un, 


ona 
xv? 2 \ / ye 
O(m) =a (1+ )(+ 5) lap 
vy ap) em —4 


9 


Soit p un entier positif fixe et posons 


x? x? Do 

O(m) = 2 (1+ =) (+5) Aes (1+ — }s 
Xz Xs Zp / 
wm? we gr ™ 

(m) = (1 4 a )C 1 = ) coe ise 5 2 : 
Lr Lp+9 vm —1 


8(m ) = 0,(m) 92(m); 


on aura 


nous allons chercher ce que deviennent les deux facteurs du second 
membre quand m augmente indéfiniment. 
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é Sen ee kn 
k étant fixe et m augmentant indéfiniment, x,—=m tg A tend 


évidemment vers kz; on a donc 


5 22 x xo 
lim. 0,(m) = (1+ & ) (1+ ; ): eee 
mao ; TT 4tm* [Ques 


0(m) 
0, (7m) 
infini, puisque §(m) et 0,(m) en admettent une. Il est aisé de 
trouver un nombre supérieur a la valeur absolue de cette limite : 


admet aussi une limite, pour 7 


etil est clair que 9,(m) = 


si on ordonne suiyant les puissances de x le polynome 
0.(m) —1, 


les coefficients de ces puissances sont réels et positifs; la valeur 
absolue de ce polynome est donc au plus égale au nombre positif 
que l’on obtient en y remplacant x par |x|; en d’autres termes, 


ona 
xe x x2 
1+ 5 ) I+ 5 ODS 1 tae as —I 
C+ Bp+2 vin —) 
\ : | 
2 2% 9 
| x |? | x |? | x |? 
Soil tate ox [eat oa Es SEO PE th Sars = 
ape / aa Lp+2 Vin 4 


- (4+ PE) (: (p a) : : wt =ye res 


la derniére inégalité résultant de ce que | z,| est plus grand que 
|An|. 


Mais en raison de la convergence du produit infini 


qui résulte elle-méme de la convergence de la série 


no 72 05: 
[ele peels I 

pare me Mae 

=U inl 


il est clair que, si on se donne un nombre positif ¢ arbitrairement 
peut, on peut lui faire correspondre un entier positif 7 tel que, 
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sous la condition p >, le dernier membre des inégalités précé- 
dentes soit moindre que ¢. On a donc, sous cette condition, 
| 82(m) —1i]<e 


el, par suite, aussi 


| BL ae aa le © 
i Mm=e 


On peut done écrire, en désignant par ¢’ une quantité imaginaire 
dont la valeur absolue est au plus égale a ¢, 


she = lim.@(mz) = lim.9,(7m) lim. 6,(m) 


mao mo 2 = 


On en conclut que shz est égal au produit infini convergent 


2 2 2 
Bian reese fae os) 
2 | gg 2a? | 3242 


en d’autres termes, on a 


n—o 


x 
sho =a ff (1+ 5 :)* 
( n? 72 


i eats | 


chz pourrait s’obtenir par une analyse semblable; mais il est plus 
simple de se servir de la formule 


shox 
Ch — ; 


asha2’ 


le numérateur et le dénominateur peuvent étre mis sous forme 
de produits infinis et, en supprimant les facteurs communs, on 
trouve 


Ces formules, quand on y remplace @ par 7x, deviennent 


n=o@ 


: ‘ x? 
sing == {—- 
Il ( n? 7 
zw? 
A= fl 
( 
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Ces belles formules, dues 4 Euler, mettent en évidence les’ va- 
leurs de x pour lesquelles sinw et cos s’annulent. 

M. Hermite a fait observer (') que, si l’on y regarde les seconds 
membres comme définissant des fonctions dont on ignorerait les 
propriétés, elles permettraient de mettre en évidence, de la facon 
la plus simple, la périodicité de ces fonctions, et il a profité de 
cette remarque pour en déduire un moyen de construire @ priori 
des fonctions doublement périodiques. 

Observons encore que, en raison de la convergence des séries 


n= n=o : 

Ree peed 

n2 72’ 7 a eer CN 
=a hike Mais 3 1 


les produits infinis qui figurent dans les seconds membres de nos 
formules satisfont aux conditions imposées dans le n° 44; on en 
conclut la possibilité de développer ces produits infinis en séries 
entiéres en 2, convergentes dans tout le plan. En identifiant ces 


rif : sing” 
series avec celles qui donnent 


> COS, on parvient a une suite 


Widentités que nous nous contenterons de signaler ; nous retrou- 
verons plus tard, sous une forme plus simple, des identités équi- 
valentes. 

En prenant les dérivées logarithmiques (n° 48) de ces produits 
infinis, on obtient les développements en séries 


: I >y 2G 
cota = — + -——————; 
GR u2— nr? 


Ces formules, obtenues aussi par Euler, prétent a des observa- 
tions analogues a celles dont les produits infinis viennent d’étre 
Vobjet. : 

Elles sont dailleurs contenues dans des formules plus générales 
dues a Cauchy et qui peuvent s’établir par une analyse élémen- 


(*) Cours d’Analyse de l’Ecole Polytechnique, p. 42. 
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caire, analogue a celle qui nous a conduits aux expressions de sinz 
ou de cosz, et que nous allons résumer trés rapidement. 


68. Soit } un nombre réel positif, au plus égal a un, Vex- 
Pp ) p § ) 
pression 
cosha 


sina 


ou x est un nombre quelconque, est la limite, pour m infini, de 
expression 
haei\m / rat ™ 
a 
m \ m 


Pi\m wU\ m 
ica (1 ss 
= 3 m 
oll nous suppoOserous encore que m doit croitre par valeurs en- 
tiéres, positives, impaires. 


om) =o 


En décomposant 9(7z) en fractions simples, on trouve 


at B; 


en posan L 


LE =mMtey—y 
me 


B \ Wr 
ke La,\-) LLp\ me) 
(1 : (1 ea 
\ m m 
m—tI m—i m— 
i —— = AE Mp aos SS Woltly exon == — |}? 
\ 2 2, Gy 
e 


Comme B_; == By, on peut écrire 


Lai 
LS 
2Bpax 
rm = ! . 
o(m) = y i ot 
[Rol 
Si Von fait 
kn 
tga, = Ate 
os om’ 


knr\ m 
oe COSTUa4 
mM i 
Br = ( 1)* h < 
COSA: kt 


cos? — 
We 
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puis, & étant supposé fixe, 


lim. By =(—1)¥ coshkr. 


WU S= 09) 


Ceci posé, en désignant par p un entier fixe, soient 


k=p 
2Brar 
5 = = 
gi (mm) Fa” 
kh 
K=4 
5 Ti 
i 
2 
F BEG 
Og (770) = = 
te eae 
k=p-+l 


on aura 
o(m) = o4(m) + 2(m). 


Pour m infini, o(m) et 9,(m) ont des limites, on en conclut 


quiil en est de méme de ¢,(m), et l’on reconnait aisément que 


l'on peut supposer p assez grand pour qu’on puisse écrire l’iné- 


galité 
ea 
ne ane 
l@o77e) due 2) 2 | 
2 <= 
ye ’ (Eas) 2 Page| ae) 
k= pt 


4) Be Og Backed 
désignant par ¢ 


augmente indéfiniment, on peut écrire 


lim. 92(m) =e’, 
T=: 
N ? 
d’ot Von conclut 
kp : 5 
coshe ; I (—1)*cosk\kn 
——— = lim. o(m) = --4 — 
sing an CG Mah L2— kr 72 
je=a3\ 
k=o0 
n (—1)Facoskkr 
= » x 
ae wr — k?2 7 
Keel 
k=m 
2 (—1)' cos kr 
== Whitin, ee 5 
= «0 2— kr 
k=—m 


: ee Sun ear 
On peut obtenir —— par une analyse semblable ou le 
SIn LV 


u étant un nombre fixe plus petit que 1; il résulte de la que, en 
un nombre imaginaire qui tend vers zéro quand p 


déduire 
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sinha I 


TRANSCENDANTES ENTIERES. 


coska 


cosk(a@ + 7) 


sing  sindAn 


= [cos Mt 


sing 


aknsinikkr 


|. 


sink kr 


sin(% + 7) 


k—+n 


== Ii 


1)*-1 


De méme 


k=o 


ee 


e—kn 


(2k —1)m cos(2k —1) z 


oP 


477 


es r— kr 


Xs 


eo (=F 


= 
xg (2k —1)— 
4 


Ar 


cos(2k —1) — 


et 


| 


kK>=+7n 


== >» (—1)4-! sin(2k 
cosx 


sin(2k —1) 


I eI 


Gynt 
2 


22 


=), 


=o k-—aA)2— 


Mt 


= lim. 
‘i -) 


Dic « 


k=—n 


Fs Sek 


Le changement de z en 7x fournira des expressions analogues 


pour les fonctions 


eke 


(Geo eS 


Si Pon remplace, dans les formules précédentes, 


enhx 


par — A, 


ces formules subsistent ; on peut donc les considérer comme éta- 
blies pour tout nombre réel 4 compris entre —1 et +1. 


. A puis : i co 
En ajyoutant a la serie qul represente 


la série qui représente 


Ou: le produit de z par 
Lv 


sinha : 
, on ala relation 
Ges #4 


k=+n 


ehxt 
eee hha 
sing Piece, 


iG 


een 


z—kn 


k=—n 
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que Von peut écrire, en posant = 75 et A+1 = 29, 
k>=+n 


Enda i e20kni 
fe ee PILOT SG 
ar ae > a—k’ 


n= et 
k=—n 


cette relation est établie pour tout nombre réel positif § plus petit 
que lV’unité, et pour tout nombre non entier <. 


x 3 : : cosAx 
69. Si, dans l’expression qu’on vient d’obtenir pour aa , on 
fait } = 1, on retrouve la formule 


k= 


Lf 22 
Cotas i a EV 


Koa 


qui donne lieu aux observations suivantes : 


Supposons, en désignant par a@ un nombre positif plus petit 
que x, que l’on ait 


lasa; 
la quantité 
LL 20 I 
e2— ke 72 k272 xe \2 
[|— —_—- 
kr 


est alors développable en une série convergente entiére en 2, 


savoir 
no 
22n+1 
>» "(kx yen2 
n=0 :. 


Cette série reste convergente quand on y remplace tous les 
coefficrents par leurs valeurs absolues et x par @; sa somme est 
alors égale a 

2a 


D’ailleurs, la série 4 termes positifs 


k=0 


2a 
~ k2-72— @2 


k=" 
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est convergente. La série 


k= 

> 22r 
w2— k2a2 

kK 


se trouve donc dans le cas du n° 38, et il en résulte que la quan- 
lité cola — — peut étre développée en une série enliére en 2, 
comme il suit. 


Posons, en général, 7 étant un entier plus grand que un, 


nu—=o 
I 
Si ony hr? 
n=1 
on aura, sous la condition | | <x, 
i= 0 
+ _cotxr = y 2 Sant2 Bent , 
x Tee +2 
n=0 


Posons aussi 
DGS o eNO 


ni 92n=1 720 any 


il viendra 


n= 
Teal By naur (Dae rte 
ease —- —cotz = Baier), 
CONG Ds ie Da Mecano aa 
n=0 


Les nombres positifs B, sont ce que l’on appelle les nombres de 
Bernoulli. lest bien remarquable que ces nombres, qui jouissent 
dailleurs de propriétés arithmétiques trés intéressantes, soient 
tous rationnels : ce fait résulte de l’égalité méme qui précéde, en y 


COSzr 


-» multipliant par 4z*sinz, substituant 


remplacant cotz par — 
i sIn 2 


i cosx et sinz leurs déyeloppements en séries, effectuant dans le 
second membre les multiplications de séries et égalant les coef- 
ficients d’une méme puissance de x; on trouve ainsi 


(on +2)(2n +1) By 


Breet - eee 
es TDi 4 
. yi aN aed 3)) Bras 
eDedson (Bjp 4-1) 4P 
‘ DAS) ao aet de gan+2 1 
NE i oa ece +1) 3 B, ee oer 
1.2...(2n-—11) ie 92n—+3 4rti 


eta ——ails 8 
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d’oti successivement 


INTRODUCTION. 
[ [ 
6 ? Bs — Oye > B; — 
5 691 
= —— Bj = ——> 7 
oh 66’ oa 6 


L’emploi des formules 


I [ 
as eral Ree 
42 yak; 
6 


igz = cotx# — cot2zZ, 


I 


sina 


a 
= col— — Cove 
2 


permet de trouver des développements analogues pour tga 


I 
et 


sing 


II. — Théorémes de M. Weierstrass et de M. Mittag-Leffler. 


70. Les expressions si remarquables qui donnent sinz, cosz, 


& ° . I 
sous forme de produits infinis, cotz, tex, — 


sous forme de 


séries dont les termes sont des fractions rationnelles, peuvent 
étre raltachées a des types trés généraux, découverts par M. Weier- 
strass et par M. Mittag-Leffler, et qui conviennent l’un aux fonc- 
tions transcendantes entiéres comme sin, l’autre aux fonctions 


univoques dans tout le plan comme tgx. 
L’objet du théoréme de M. Weierstrass est de trouver l’ex- 
pression la plus générale d’une fonction transcendante entiére 


dont on donne les zéros ('). 
Nous établirons d’abord le lemme suivant : 


Soit 2 un entier positif; expression 


peut étre mise sous la forme d’une série 


x ee 

a 
ae Noilennee 
Oe) = (ta Ne 


lI aa a, erri ae Ay BNA, k 


et ap artkhia 


(‘) Cest-a-dire les valeurs de la variable qui annulent la fonction. 


n° 44, 


Comparez 


Y 
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convergente quel que soit x et dans laquelle tous les coefficients 
A, Hy, Ao, ..., Ax, -.. sont réels et plus petits que 1 en valeur 
absolue. 

Que l’expression (a) puisse étre développée en une série 
entiére en x, toujours convergente, cela résulte immédiatement 
du n° 49. On a d’ailleurs, en supposant | z| <1, 


en remplacant, dans le développement 


2 
ef 1 L ae ae ane, 
1.2 
JY par 
an git ent2 
nv rm+t n+ 2 


on yoit de suite que le développement de 9(z) a la forme indiquée 
plus haut. Il reste a prouver que ona 


[Seni <tr. 
Or, si l’on fait 
‘ Big Ge se see 
ef 2 t= 14+ Bix+ Pox?+. 


on pourra obtenir les coefficients 8 en remplagant, dans le déve- 
loppement de e”, y par 


1 n ! 


x xm gn-i 
=— (Seo) aaa 2 
l! 2, ie i 


et on voit déja ainsi qu’tls sont positifs. Il est clair aussi que si 
l'on remplace y par la série indéfinie 


n 1 4 a 
T eiceLOTR . 


2 it —-1 


x 2 gn 
[ 


on obtiendra un développement analogue, mais avec des coeffi- 
cients plus grands; or ce développement ne sera autre chose que 


celui de 


log if : 
Cea S=1IteV+tee+...+e"rs...; 
1— 2x 
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ona donc ; 
yeahs AGieecisey RIE), a5) 


D’ailleurs 


o(a)=(1— 7) (1+ Bia + Boz?+...) 


=1+(B,—1)” +(Be— B, )w?+...+(Ba— Bo1)a"+..-, 


d’ot Von conclut que les coefficients des diverses puissances de w 
sont au plus égaux al’unité, en valeur absolue. Ce que nous you- 
lions établir. 

Il résulte de 1a que si, dans la série 


agree a, orrii, some pe n+k setts 


on remplace x par un nombre positif € plus petit que 1, et les 
coefficients %, %,, ...,%%, ... par leurs valeurs absolues, la somme 


de la série ainsi obtenue sera moindre que 


71. Voici maintenant le théoréme qui est notre objet princi- 
pal (‘). 

Soit 

a1, a2; Por) Any 

une suite de nombres assujettis 4 cette condition que | a,| augmente 
indéfiniment avec n, et dont en outre aucun ne soit nul. On peut 
construire une fonction transcendante entiére de x qui s’annule 
pour les valeurs de la suite précédente et seulement pour ces va- 
leurs. En outre, si, dans la suite, il y a p nombres égaux a ap, et 
pas davantage, a, sera un zéro d’ordre p de cette fonction. 

On peut, en effet, faire correspondre 4 chaque indice y un entier 
posiuf my tel que la série 4 termes positifs 


aw |Mmo x |my 


a2 dy 


soit convergente, quel que soit. Il suffira, par exemple, de prendre 
my= v: la racine y'*™* du vim terme de la série précédente aura 


(') WererstRAss, Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. 16. 
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alors manifestement zéro pour limite quand y augmentera indéfini- 
ment. 
Cette correspondance établie, soit 


Q ( an Ween gk 2 _1/2 a I a \m,-1 
vy a T ioe om Ory clged! 
\ ay ay D\ GK ONGy mMmy—t \ ay 


et considérons le produit infini 


ott les accolades indiquent que la quantité qu’elles comprennent 
est un facteur du produit infini. Nous allons.montrer que ce pro- 
duit infini est absolument convergent dans tout le plan et qu’il 
définit une fonction transcendante entiére de x. 

Soit A un nombre positif quelconque et considérons les valeurs 


de x pour lesquelles ona 
[a@|sa. 


Les nombres are augmentant indéfiniment avec nr, on peut faire 
correspondre au nombre A un entier 7 tel que l’on ait 


| ay | >A, 
sous la condition 


Soit maintenant 


é 
nous allons d’abord montrer que le produit infinti 


VSS 


W,.(2) =[] I+ uy (a) | 


VSTi 
satisfait, pour toutes les valeurs de x qui vérifient l’inégalité 
|7|SA, 


aux conditions imposées dans le n° 41, ou plutdt que la série 
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satisfait aux conditions 1° et 2° du n° 38. En effet, on a vu que la 
série formée par les fonctions wy(z), quand on y remplace les 
coefficients des puissances de z par leurs valeurs absolues et x 
par A, a une somme moindre que 


A |My | ay] ‘ 
ay | ay| — A’ 
or la série a termes positifs 
Yi ==" 00. 
» A lm, | ay | 
dy |a|—A 


est convergente, puisque, par hypothése, il en est ainsi de la série 
a termes positifs 


et que le rapport de deux termes correspondants dans les deux 
séries a pour limite ’unité quand y augmente indéfiniment. 

La nature du produit infini W(x) est ainsi bien mise en 
évidence ; il peut étre remplacé par une série entiére en x, conver- 


gente pourvu que l’on ait 
Ja|Sa. 


Pour ces mémes valeurs, on peut prendre la dérivée logarith- 
mique (n° 48); cette dérivée sera, en indiquant les dérivées ordi- 
naires par des accents, 


VIC) 


Wwe) _ ¥ ui (@) - 33 ae east 
W,.(@) I+ Uy(@) : ay— x 
Vi Veh 
VSS: 
3 I x a vmMy—2 I ) 
= Roh eget akg a ! 
dy ae as Dive! ay — x\ 
Wiel, 
Voo 
wemy,-1 
Yi 
v=7 


les accolades indiquant toujours que la quantité qu’elles en- 
ferment constitue wn terme unique de la série ot elle figure. 
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Wi (a) 
W,.(z) 
forme trés générale signalée par M. Mittag-Leffler et que nous dé- 
velopperons bientét (n° 75). 


L’avant-derniére forme trouvée pour rentre dans une 


La derniére forme met en évidence la convergence absolue, 
prévue par la théorie générale, de la série qui représente la dérivée 
logarithmique de W.( a) : on voit méme que cette série, pour les 
valeurs de « telles que l’on ait 


|v |SA, 


satisfait aux conditions (1°) et (2°) du n° 38; en effet, l’expres- 
sion 
gm,-1 


a1 ( ay— a) 


est, pour ces valeurs de z, développable en une série entiére en x 
qui, lorsqu’on y remplace les coefficients par leurs valeurs abso- 
lues et 2 par A, a pour somme 


je || GR iia 
A lay (2p AS 
et la série a termes positifs 
NS} 
>) r|A [7% | ay| 
A | ay lay |—A 


; 
est convergente. Par conséquent, la série qui représente ae 
peut étre mise, pour toutes les valeurs de x considérées, sous 
forme d’une série entiére en x absolument convergente. On peut 
prendre la dérivée de cette série, terme par terme: on formera 
ainsi successivement des séries absolument convergentes, pourvu 
que || soit inférieure a A. 

Rappelons enfin que, pour ces mémes valeurs de 2, les régles de 
dérivation, soit pour le produit infini, soit pour la dérivée loga- 
rithmique, s’appliqueraient aussi bien aux produits infinis déduits 
wi. (2) 
W;. (a) 
par le groupement des facteurs ou des termes (n° 38 et 41). 


de W,(z) ou aux séries déduites de celle qui représente 
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Ces conclusions s’appliquent au produit 


ae ffit-z)-* 


Vo=4 
qui ne différe de W,.(a) que par l’adjonction d’un nombre fini de 
facteurs dont nous représenterons le produit par 


yvor-—1 


o(2)= |] | (:-2) oa) 


V7 


en sorte que ona 
(EX(G2) = aya). 


eta la dérivée logarithmique de G(x), savoir : 


G(ey O(a) Ue) 
Giz) 2, (@) Whee) 


On yoit d’abord que le produit infini G(z) sera uniformément 
_et absolument convergent pour toutes les valeurs de x qui satisfont 


a la condition 
| x is A. 


Puisque ®,(z) est une fonction transcendante entiére de x, G(x) 
sera développable en une série entiére en x, pour toutes les 
valeurs de x qui vérifient la condition précédente, c’est-a-dire 
pour toutes les valeurs possibles de a, puisque A est arbitraire. 

On aura aussi 


v>=0 
G'(z) ie P'.(x) ; Wi (a) x em,-1 
a 


G(x) ®,(z) . Wp (a2) yy (#2 — ay) 


pour toutes les valeurs de w qui satisfont a Vinégalité, et, par suite 
encore pour toutes les valeurs de x, sauf les valeurs 


1, a2, efalse) <9 ay, 


La série qui figure dans le dernier membre de l’égalité précé- 
dente est absolument convergente pour toutes les valeurs de x 
autres que celles que l’on vient d’exclure. La fonction qu’elle re- 
présente admet des dérivées de tous les ordres que l’on obtient en 
prenant les dérivées, terme par terme, de la série. Toutes les sé- 
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ries que lon obtient ainsi sont absolument convergentes pour les 
valeurs de x non exclues. 
Relativement a Vuniformité de la convergence de la série 


G'(x) 


qui représente Hea observons que la série qui représente 
Ww, (2) 
W).( 2) 
décrit du point o comme centre. En placant au commencement 
de cette série les termes qui représentent 


est uniformément convergente dans le cercle de rayon A 


®!, () 
,.(x)’ 


la seule chose qui puisse troubler J’uniformité de la convergence 
consiste en ce que, dans cette région, certains des termes ajoutés 
deviennent discontinus aux points @, a2, ..., a. Si donc on en- 
toure ces points de cercles d’un rayon fixe, arbitrairement petit 6, 
si on supprime du plan les parties intérieures a ces cercles et si 
Pon décrit du point o comme centre, avec un rayon A, un cercle, 
la série qui représente 

G'(@) 

G(a) 


sera uniformément convergente dans la portion du plan perforé 
intérieure ce cercle. Il en serait de méme des séries qui représen- 
tent les dérivées successives de cette fonction. 

Les mémes considérations montrent que toutes les fonctions re- 
présentées par ces diverses séries peuvent étre développées en séries 
entiéres en x — x,, convergentes dans tout cercle de centre x, et 
auquel sont extérieurs les trous que l’on a pratiqués dans le plan 
des x autour des points 


Gh Cb (Sn om. Ap 


Enfin, sil’on transforme le produit infini 


OSE ea 


ou la série 


a ee 
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en un autre produit infini ou en une autre série, en groupant en- 
semble les facteurs ou les termes, on pourra appliquer les mémes 
régles de dérivation au produit infini transformé ou 4 la série 
transformée. Quand on ne tient pas compte des 7 —1 premiers 
facteurs du produit ou des 7—1 premiers termes de la série, la 
chose ressort, comme nous l’avons fait observer plus haut, des 
n° 38 et 41, lorsque x est intérieur au cercle de rayon A. Mais la 
présence de ces 7 —1 facteurs ou de ces 7, — 1 termes, en nombre 
fini, ne peut évidemment altérer en rien les conclusions; et, 
comme A est arbitraire, ces conclusions s’étendent a tout le 
plan. : 

Puisque le produit infini G(x) est absolument convergent pour 
toutes les valeurs de x, il ne peut s’annuler que sil’un des facteurs 


qui le composent est nul, c’est-a-dire si x est égal a Pun des 
nombres de la suite 


Qi, G2, sssy Gy, 


S’ily a, dans cette suite, p termes égaux a @,, on voit que lon 
peut faire sorur du produit infini p facteurs égaux a 


(: — =| alee 


Gn : 


et que le produit infini restant ne s’annulera plus pour 7 = dp, 


en sorte que la proposition énoncée au début de ce numéro est en- 
tigrement démontrée. 


72. Il est aisé maintenant d’obtenir lexpression générale de 
toutes les fonctions transcendantes entiéres qui satisfont aux con- 
ditions imposées dans l|’énoncé de cette proposition. 

Si ®(a) est une telle fonction, la fonction f(x) qui est égale a 


® (a) 
G(x) 
pour toutes les valeurs de x différentes de a, ay, ..., dy, ..., et 
qui, pour z= ay, est égale a 
P( zx 
lim. ay 
2, G(z) 


est réguliére (n° 53) pour chaque valeur de wx. 
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Cela résulte, si x n’est pas un des nombres ay, de la régle pour 
la division de deux séries (n° 50); et six = ay, cela résulte encore de 
la méme régle, en remarquant que l’on peut écrire, lorsque a, est 
un zéro d’ordre p (n° 44), 

(x) = (x —ay)P& (x — ay), 

G(x) = (x — a,)P Bi (x — ay), 
en désignant ici par &( — ay), £, (a — ay), des séries entiéres en 
x“ — ay, convergentes quel que soit x. 

Par hypothése la fonction f(z), réguliére quel que soil x, est 
aussi différente de zéro quel que soit x; les fonctions 

oe Ae 
S(@) f(@) 


ou f'(a) désigne la dérivée de f(x), sont donc également, en 


vertu du méme théoréme sur la division des séries, réguliéres quel 
f(z) 
I (@) 


reme de Cauchy sur le développement en séries des fonctions dune 


que soit x. La fonction en particulier est, d’aprés le théo- 


variable imaginaire ('), déyveloppable en une série entiére en x, 
conyergente quel que soit x. Désignons cette série par g’(x), en 
représentant par g(x) une série entiére en x, convergente quel 
que soit 2, dont la dérivée soit g’(a). L’équation 


I 2) = 82) f(2); 


oti l’on regarde f(z) comme la fonction inconnue, est une équa- 
tion différentielle linéaire qui, d’aprés sa forme méme (n°63), n’ad- 
met pas d’autres solutions que des fonctions transcendantes 
entiéres; l’une quelconque de ces solutions est entiérement déter- 
minée quand on se donne la valeur dela fonction f(a) au point xy. 
Or, comme, dune part, la fonction 


es (x), 


ot c est une constante arbitraire, vérifie cette équation, el que, 
autre part, on peut toujours déterminer la constante de maniére 


(*) On pourrait déduire le méme résultat du théoréme signalé en note au 
n° 90. 
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que, en x, cette fonction prenne une valeur arbitraire différente 
de zéro, il est clair qu’elle est la solution générale de l’équation 
différentielle linéaire. Rien n’empéche d’ailleurs de faire rentrer c 
dans g(z), en sorte que toutes les fonctions cherchées sont néces- 


sairement de la forme 
eg (x) Gia: 


Réciproquement, une expression de cette forme, ot g(x) est une 
série entiére en x, convergente quel que soit x, d’ailleurs arbitraire, 
satisfait évidemment aux conditions imposées dans l’énoncé du 
théoréme. 

Si Von voulait avoir l’expression générale d’une fonction trans- 
cendante entiére, admettant, outre les zéros de la suite 


Glin, Chen eno5 hip 


la racine zéro et cela m fois, il suffirait évidemment de multiplier 
expression ; 

e8 (x) G(x) 
par 7”. 


Les facteurs 


soit convergente quel que soit x, sont dits facteurs primaires de 
la fonction transcendante entiére considérée. 

I] arrive, dans de nombreuses applications, que la convergence 
de la série précédente a lieu en attribuant 4 m,, mo, ..., my, ..- 
la méme valeur fixe. Sil en est ainsi, soit m le plus petit des nom- 
bres entiers posiuifs pour lesquels la série 


V=0 


> 
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Or 


soit convergente; la fonction 


ott les nombres my sont tous choisis égaux am, est dite de genre 
m —1. Cette notion de genre est due a Laguerre. 


73. Nous nous trouverons précisément dans ce cas si nous cher- 
chons a construire une fonction qui s’annule, une fois seulement, 
pour tous les nombres enters positifs ou négatifs. 

En excluant le nombre zéro, nous pourrons prendre alors 


Gi, = Wh ag =—1, a3— 2, a, =— 2, iS), Bers 


et, a cause de la convergence de la série 


u=o 


ot n doit parcourir toutes les valeurs entiéres, positives et néga- 
ves, a l’exclusion de la valeur zéro ('), s'annulera toutes les fois 
que x est égal A un nombre entier non nul. Ce produit est abso- 
lument et uniformément convergent dans toute portion finie du 
plan des x. Il représente bien une fonction transcendante entiére, 
de genre un, répondant a la question. 

Comme ce produit infini est absolument convergent, on peut 
réunir ensemble les facteurs qui répondent a des valeurs de » 


(') Ce qui est indiqué par accent ” dont est affecté le signe []. 
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égales et de signes contraires; on obtient ainsi le produit infini 


n=o 


LH (-2): 


a 
dont la valeur est, comme nous l’avons vu au n° 67, égale a 


SIN TL 
I 


TH 
la formule 


(1) r\°= 
(11) sinza = na | : (1—Z he 
n 


exprime donc la décomposition de sinxz en ses facteurs pri- 
maires. 


On aura de méme 


| 5p Dae 
cosna = | | [i= é S75 
| I 


ot r prend toutes les valeurs entiéres, positives, nulles ou né- 
gatives. 
De méme encore, la fonction transcendante entiére, de genre un, 


rn=o 


fhe * 


Til 


s’annule pour # = 0 et pour les valeurs négatives entiéres de x. 
Cette fonction est hée a la fonction bien connue T (a) par la re- 
lation (') 
—Cxr 
e 

Wo) 2 hs 

1 ( ) 18! (G ais 1) ? 
en désignant par C la constante d’Euler, c’est-a-dire la limite, 
pour nr infin, de 


on le reconnait aisément en partant de la définition habituelle 


(*) WerersTRass, loc. cit., p. 15 et 238. 
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de I'(x), savoir 


. ToDo Dy o cioieas 
J = lim* ’ 
2 epee (LYS SE 1) 


La formule que nous venons d’écrire, et qui exprime donc la dé- 


composition de GD) en ses facteurs primaires, est éminem- 


ment propre a établir les propriétés élémentaires soit de la fonc- 
tion 9 (a) qu’elle définit, soit de la fonction T (x). 


74. Si Von fait le quotient de deux fonctions entiéres, trans- 
cendantes ou non, il est clair qu’on obtient une fonction qui 
madmet, a distance finie, d’autres singularités que des pdles ; ces 
poles sont les zéros de la fonction que l'on fait figurer au dénomi- 
nateur, en supposant que les deux fonctions n/’aient pas de zéros 
communs. 

Réciproquement, il importe de remarquer que toute fonction 
univoque qui n’admet pas d’autres singularités a distance finie que 
des pdles est le quotient de deux fonctions entiéres, transcen- 
dantes ou non. 

D’abord ces péles sont zso/és les uns des autres; car si, dans 
un espace limité, il y en avait une infinité, il existerait dans cet 
espace un point dzmite, tel que, en décrivant autour de ce point 
un cercle de rayon arbitrairement petit, ce cercle contint tou- 
jours une infinité de pdles; ce point ne pourrait étre ni un point 
ordinaire, ni un pole, ce serait un point singulier essentiel. 

Soient, dés lors, 


a, a2, oe) An; 


les poles de la fonction considérée, rangés de telle fagon que, s'ils 
sont en nombre infint, | ap | augmente indéfiniment avec 7; soit 
tn le degré de multiplicité du pole a,. On peut, par le procédé 
de M. Weierstrass, construire une fonction entiére, qui admette 
pour zéros les points @,, @2, ---, Zn, +--+, avec les degrés de mul- 
Liplicité a,, a2, ..., %n,+..: si les péles étaient en nombre fini, 
cette fonction se réduirait 4 un polynome; soit, dans tous les cas, 
W(x) cette fonction, et soit f(a) la fonction proposée; il est 
clair que la fonction univoque 


I(@) V(x) 
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est réguliére en tout point situé a distance finie; c¢’est done une 
fonction entiére, transcendante ou non; si on la désigne par P(x), 
on aura 


cest ce qu'il fallait démontrer. 


75. Le théoréme de M. Mittag-Leffler (') fournit l’expression 
dune fonction univoque dans tout le plan et présentant aux points 


Chie Ch apoy hry 


des discontinuités polaires ou essentielles prescrites a Pavance. 
Avant d’en donner l’énoncé, nous ferons les remarques sui- 
vantes : 
1° Soit 
(av) = Ayo + Agxv?+...+Anar+. 


une série convergente quel que soit x, et dans laquelle le terme 
constant est nul, et soit 2 un nombre positif plus petit que la va- 
leur absolue d’un nombre donné @ réel ou imaginaire. La fonc- 


Baer) 


est alors développable en une série entiére en x, absolument con- 
vergente tant que l’on a 


tion 


wes ee 
En effet, le terme 
An 
(@—a)? 


est développable en une série entiére en z, et, si on remplace, 
dans cette série, les coefficients par leurs valeurs absolues et « 
par a, on obuendra une série conyergente dont la somme est 


Aa 
Cia es 


(*) Sur la représentation analytique des fonctions monogénes uniformes 
dune variable indépendante (Acta mathematica, t. IV, p. 1). 
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enfin la série 


Stee 
(jal—a)r 
est convergente. 


2° Si, maintenant, on considére le reste de la série entiére qui 


; [ : : 
représente g (5 ) bornée au terme en 2”, et si l’on remplace 


dans ce reste, qui est luirméme une série entiére en x, tous les 
coefficients par leurs valeurs absolues et x par a, on obuendra un 
nombre positif dont la valeur dépend de n, et, en choisissant con- 
venablement nr, on pourra manifestement faire que ce nombre 
soit inférieur 4 tel nombre positif ¢ que l’on voudra, fixé a l’a- 
vance. A fortiori, le méme reste, quand on y amines les coeffi- 
cients par leurs eine absolues et 2 par un nombre moindre 
que % sera-t-il moindre que «. 


76. Voici maintenant le théoréme de M. Mittag-Leffler : 


Soient 
a1, 2, see, Gy, 


une suite indéfinie de nombres, tous différents, et tels que |q, | 


grandisse indéfiniment avec y. 


Soient 
&1(2), £2(@), 665 ee) 


une suite de fonctions entiéres (transcendantes entiéres ou poly- 
nomes) qui s annulent toutes pour x = o. 

On pourra construire une fonction F(z), uniyoque dans tout le 
plan, réguliére aux environs de toute valeur de x qui n’appartient 
pasa la suite a,, @2, ..., dy, ..-, et telle que la différence 


Ba ey oe =) 


soit réguliére aux environs du point ay. 


Supposons d’abord que a, soit différent de zéro et, par suite, 
qu’aucun des nombres a@ ne soit nul; faisons correspondre a ces 
nombres, d’une part, les nombres posiuifs 


Tet Mo — I 9 
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assujettis a cette seule condition que la série 
Siar Sp aea00se Sy sed so 
soit convergente; de l’autre, les nombres aussi positifs 


1, A, Sicko Ay, ocr) 
définis par l’égalité 
ay = n| ay|, 


ou 7 est un nombre positif arbitraire, moindre que un. 


= t , I Perse: ae 
Ceci posé, développons gy (——— ) en une série entiére en 2, 
) oOo xv 


ais 
convergente pour les valeurs de # qui vérifient linégalité 


|x |Say< | a]; 


faisons correspondre au nombre positif ¢, un entier positif my, 
tel que, si l’on considére le reste de la série arrétée au terme 
en £”—', puis, que lon remplace, dans ce reste, tous les coeffi- 
cients par leurs valeurs absolues et x par a,, le nombre positif 
ainsi obtenu soit au plus égal a ¢,. Désignons, d’ailleurs, par 9,(x) 
la somme des my premiers termes de la série entiére en x qui re- 


, iF 
resente. 2, (| en sorte que 
P By (= = a J 


a) — %y(2) 


L— ay 


fle) = 80 ( 


sera une fonction définie pour toutes les valeurs de 2 autres 
que dy, et qui, pour les valeurs de « satisfaisant a l’inégalité pré- 
cédente, sera développable en une série entiére en x, laquelle ne 
sera autre chose que le reste antérieurement défini. 

Nous allons maintenant montrer que la somme de la série 


SAi(@) + fo(v) +..-+f\(@)+..., 


dont on établira la convergence pour toutes les valeurs de x au- 


tres que Gy, do, ..-, Gy, «.., Salisfait a toutes les conditions im- 
posées, dans l’énoncé, a la foncion F(z). 

Soit, en effet, A un nombre positif fixe quelconque. Comme les 
nombres positifs a, %, ..., @, +... vont en grandissant indéfini- 
ment, on peut faire correspondre au nombre A un entier 7 tel 
que, sous la condition 


Vil 
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on ait 
ay > A. 


Dés lors, pour les valeurs de x qui vérifient ’inégalité 

Pe Bee 
la série 

Sr(@) + fir+i(£) Ae soon 

vérifie les conditions (1) et (2) du n° 38: chacun de ses termes est 
développable en une série entiére en x; si, dans la série qui repré- 
sente f;(x), on remplace tous les coefficients par leurs valeurs ab- 
solues et 2 par A, on aura une somme moindre que ¢,; de méme 
pour fri (2); free (2), -. «4 enfin la série 


pt €p4+4 + Spee... 
est convergente. 


La série 


W (a) = fr(@) + fra1(2) + frie(@) +... 


est donc, pour toutes les valeurs considérées de z, absolument et 
uniformément convergente. De méme les séries suivantes, ou les 
accents indiquent des dérivées, 


W'(@) =f @) + frei (©) + Sree (@) ++ 
W(x) =f) + fraa(®) + frag (@) ++, 


etialia) elie lo # (e160) 6) el 16uviie ie wis, 6 07 ble 6 ¢ 16 eel © © esis is.e 0 68 “5 


sont absolument convergentes, si | 2 | est inférieure aA, et peuvent 
alors étre remplacées par des séries entiéres en x. 

En supposant que x ne soil aucun des points a, @2, ..-, ar_4; 
désignons par ®,(z) la somme 


®, (xv) = fr(v) + fo(v) +...+fr1(@). 
F(v)=fi(2) +fo(v) +... +fr(v) +... 


sera absolument conyergente pour tous les points x non exclus 
qui vérifient linégalité 


La série 


[2 | SA, 
et ’on aura, pour ces points z, 
F(v2)=®,(@)+ W,(2). 


D’ailleurs, la fonction ®,(z) est réguliére pour tous les points 


132 INTRODUCTION. 


non exclus qui se trouvent a lintérieur du cercle de rayon A; il 
en est donc de méme de la fonction F(z). 
Enfin, aux environs d’un point a, de la suite @, dz, »--5 Ar1y 


®,(2)— Sn (=) 


L—An 


la fonction 


est réguliére, puisqu’il en est ainsi de la fonction 


I 


Sn( 2) — En (= 


donc la fonction 


) =—_ On(@); 


An 


I 
Mae aa) 


est aussi réguliére aux environs de ay. 


Pour tous les points intérieurs au cercle de rayon A, la fonc- 
tion F(z) sausfait done aux diverses conditions de I’énoncé; elle 
y satisfait partout, puisque A est arbitraire. 

La série qui représente F(z) est absolument convergente par- 
lout, sauf aux points singuliers a, d2, ..., dy, .... Elle est uni- 
formément conyergente dans toute aire limitée par un contour 
simple et ne contenant aucun des points @,, dz, ..-, dy, -.-3 on 
peut en prendre la dérivée terme par terme, etc. 

Nous avons supposé qu’aucun des points singuliers @,, @2,.«., 
Qn, ++» n’était nul. Si, outre ces points, la fonction cherchée de- 
vait admettre le point o comme point singuher (pdle ou point sin- 
eulier essentiel) et étre telle qu’elle devint réguliére autour de ce 


; 3 ; : i nae 
point apres qu’on ena retranché la fonction g (5); en désignant 
xv 


toujours par g(2) une fonction entiére (transcendante entiére ou 
polynome) d’ailleurs arbitrairement donnée, il suffirait évidem- 
ment d’ajouter a la fonction F(z), construite comme nous l’ayons 
eee: : I 

expliqué, la fonction g (=): 

Quand on a construit une fonction satisfaisant a toutes les con- 
ditions de Pénoncé, on formera la fonction la plus générale qui 
salisfasse a ces conditions en lui ajoutant une fonction entiére ar- 


bitraire. 
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CHAPITRE I. 


CONSIDERATIONS GENERALES SUR LES FONCTIONS 
PERIODIQUES. 


77. Désignons par a@ une constante réelle ou imaginaire; on dit 


que la fonction univoque f(z) est périodique et qu'elle admet la 
période a silona, quel que soit uw, 


en changeant dans cette égalité uw en uw — a, on trouve 
f(u—a) = fle), 


en sorte que, si @ est une période, —a est aussi une période; 
on voit aussi, en changeant uw en w+da, u+ 2d, ..., u—a, 
u—2a,..., que l’on doit avoir, quel que soit l’entier positif ou 
négatif mm, 

f(u+ma)=f(u), 


en sorte que, si @ est une période, ma est aussi une période. 

Les éléments de l’Analyse fournissent des exemples de fonctions 
périodiques : sinw, ce” admettent respectivement les périodes az, 
ain, la série 

imu 


) ——— 
: A a e os ? 


n 


met Mra Ut y 


6] 
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supposée convergente, représente une fonction admettant la pé- 
riode a. 


78. Si une fonction univoque f(z) admet la période a, et si 
elle s’annule pour w= up, il est clair qu’elle s’annulera pour 
u—=u,+ a; mais il y a plus: si wy est un zéro d’ordre n de la 
fonction f(z), il en sera de méme de uy)+ a. En effet, dire que uo 
est un zéro d’ordre n de la fonction /(w), e’est dire que, aux 
environs de wy, cette fonction peut se mettre sous la forme 


f(b) = (a= uo)? E(u — us), 


®(w— wo) étant une série entiére en uw — uy, qui ne s’annule pas 
pour Ww = Up, et cette égalité doit subsister pour toutes les valeurs 
de w qui satisfont a une condition de la forme 


|u—uwo| <2, 


ote désigne un nombre positif au plus égal au rayon de conver- 
gence de la série &(u— uy); or si, dans Pégalité précédente, on 
change uw en u — a, il vient 


f(u— a) =f(u) = [w— (w+ a)]? &[u— (w+ a), 


et l’égalité des deux derniers membres devant avoir lieu pour 
toutes les valeurs de w, qui satisfont a l’inégalité 


obtenue en changeant aussi w en uw —a dans la condition précé- 
dente, la proposition est démontrée. 

Au reste, le méme mode de démonstration prouve que si la 
fonction périodique f(w), aux environs du point wy, peut étre 
mise sous une certaine forme analytique 


P(u — Uy), 


dans laquelle w-— wy joue le réle de variable, elle pourra, aux en- 
virons du point wy + @, étre mise sous la forme 


Pu — (uy+ a). 


A\insi, si la fonction /(w) admet un pole en u,, dordre n, et peut 


vo 
Or 
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se mettre aux environs de ce pdle, sous la forme 


A A ves 
ia) = + { a eee + @&(uw— wu), 


(u— uy)” (uU—U,)?—-1 U— Uy 


ot A, Aj, ..., Ap_, sont des constantes et &(w— u,) une série 
entiére en uw — uy, cette fonction admettra le point uw,+ a pour 
pole d’ordre n et, aux environs de ce point, pourra se mettre 
sous la forme 
A A 1S 

2 raven see EY yi he) 


+ <3 
U;— a)” (U—uUy—a)r-! u—U,—a 


J(u) = = 


les constantes A, A,,..., A,_, ayant les mémes valeurs que pour 
le péle u,. 

Puisque, si @ est une période, il en est de méme de ma, en dé- 
signant par 7 un entier quelconque, il est clair que tous les nom- 
bres w)-+ ma seront des zéros de méme ordre; de méme tous les 
nombres u,-+ ma seront des pdles de méme ordre. C’est ainsi 
que les zéros de sinz sont tous simples et forment deux progres- 
sions arithmétiques dont la raison commune est 27, que les zéros 
et les pdles de cotx sont tous simples et forment des progressions 
arithmétiques dont la raison est x. 


79. Au surplus, lors méme qu’on ne connaitrait pas les fonc- 
uons trigonométriques, la remarque si simple qui précede, rela- 
tive aux fonctions périodiques en général, aménerait a les consi- 
dérer par une voie trés naturelle. 

On est en effet amené, par ce qui précéde, ase poser le probléme 
suivant : Construire une fonction dont les zéros forment une pro- 
gression arithmétique indéfinie. Si l’on veut, par exemple, con- 
struire une fonction transcendante enticre, admettant comme zé- 
ros simples les nombres 


Oy Bei sso, 


et n’en admettant pas d’autres, le théoreme de M. Weierstrass 
(n° 71) permettra d’en obtenir une infinité dont la plus simple sera 


(a) eee Meee 


136 CALCUL DIFFERENTIEL. 


ott le nombre n doit prendre toutes les valeurs entiéres positives 
ou négatives, a l’exclusion de la valeur zéro. 

Nous rappelons les conventions ‘suivantes qui seront constam- 
ment adoptées dans la suite: le facteur primaire 


est mis entre accolades, de maniére a indiquer que la quantité 
qu’enferment ces accolades constitue un facteur du produit in- 


fini, au sens du n° 71; Vaccent ‘") dont est affecté le signe | | 


veut dire gu’on obtient les différents facteurs du produit in- 
fini en donnant a 7 toutes les valeurs entiéres positives ou néga- 
lives 4 Vexclusion de la valeur zéro : nous rappelons aussi, une 
fois pour toutes, les propositions suivantes, qui ont été établies 
dans le n° 71. 

Les produits infinis, formés en appliquant le théoréme de 
M. Weierstrass, sont absolument convergents; ils définissent des 
fonctions (transcendantes) entiéres; leurs facteurs peuvent étre 
groupés comme !’on veut, et les divers groupements conduisent 
toujours a des produits absolument conyergents, de méme ya- 
leur; on peut en prendre la dérivée logarithmique, comme s'il 
s’agissait de produits d’un nombre limité de facteurs, soit avant 
davoir groupé les facteurs, soit aprés; les séries ainsi formées 
sont absolument convergentes, sauf pour les valeurs de la variable 
qui annulent les facteurs primaires du produit infini; elles sont 
uniformément convergentes dans toute région limitée du plan qui 
ne contient aucun des points dont les affixes sont les valeurs 
qu’on vient de dire, et dont le contour est A distance finie de 
ces différents pomts; on peut en prendre les dérivées terme par 
terme et l’on obtient ainsi Loujours des séries absolument et uni- 
formément convergentes dans les mémes conditions que la pre- 
miére. 

En particulier, dans le cas qui nous occupe, on aura, en dési- 
gnant par 9! (w) la dérivée de o (wz), la relation 


e(u) 1 (1) I Tm) 
) Ue lgoatah 


nu 
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puis, en prenant les dérivées une fois de plus, 


; d o(u) Z 
(2) — du 9(u) = aay 


dans la premiére de ces relations, les accolades indiquent que la 
quantité qu’elles enferment constitue un terme de la série, et 7 


doit prendre toutes les valeurs entiéres positives et négatives, a 
exclusion de la valeur zéro, ce qui est indiqué par l’accent qui 


affecte le signe be dans la seconde, n doit prendre toutes les va- 
leurs entiéres positives, nulles et négatives. Nous avons déja dit 
(n°°67, 73) que ces expressions pouvaient conduire directement aux 
o) Ley 


o(u) 
mais nous allons établir a nouveau ces propriétés, afin d’indiquer 


propriétés relatives a la périodicité des fonctions o(w), 4 


un mode de raisonnement et quelques transformations de formules 
qui nous seront utiles plus tard. 
Remarquons d’abord que l’expression méme de 9(w) montre 
que on a 
o(—u) =— 9(u), 


* . (/) F 
yuisque, sous le signe le changement de w en — uw revient 
? ro) ) te) 


au changement de rn en —n qui n’altére pas le produit infini, 
u ) 
o(w) étant une fonction impaire, il en est de méme de a 


est aisé de reconnaitre que cette derniére fonction s’annule pour 


I 
= =; on a, en effet, 


I q ae 
io) ¢ n=p rn=—p 
: Ds ‘ I I I I 


=2-+]im. a 2 +m. ——— + - 


I — i Tv —, 1 nr 
o(5) : rs er eae \ I nS—t se el | 
2 2 / 


le second membre est la limite pour p infini de 


limite qui est évidemment nulle. 
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Si, maintenant, dans l’expression de 9(w), on change wenu-+ a, 
a désignant un nombre quelconque non entier, on trouve 


o(uta)y=(u+a [| (i—*=*) Ce 3 


or, le facteur primaire 


\ ( = u+a 
1—- —— e fe 


peut étre regardé comme le produit des trois quantilés 


u uu a a u( 1 ett 
1 é en—4, to sa en”, EB SP 
n—a 7v 


donc, en raison de la convergence manifeste des trois produits in- 


finis dont on obtient les facteurs en remplacant, dans chacune de 
ces quanlilés, n par tous les entiers positifs ou négatifs, a exclu- 
sion de zéro, on voit que le produit infini 


Ui A 


1-2) 4 


7 


peut s’obtenir en multipliant les valeurs des trois produits infinis 


(eds ft] ga) 14 
(1) ( u( i ie ) uy lamn'an | [Set] 
e =e 


ee ee 


n 


on aura donc 


o(u+ a) o(a) ee (") u —_) 
= a é Qa) «a i ; 1— ) en—a 3 


u+a 
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qui n’est autre que le facteur général écrit sous ce signe, et dans 
lequel on supposerait 7 = 0, on trouve finalement 


a : gla) 
(d) f ; i Me ) ema{ = aE) ge Pla) } 
7 


dans le premier membre, v doit maintenant prendre toutes les 


valeurs entiéres positives, nulles et négatives. 
En prenant les dérivées logarithmiques des deux membres par 
rapport a wv, on obtient la relation 


' 1 --o (uU+ a) o'(a) 
(e) y= =a g(u+a) g(a)’ 
o'(u). 


que lon déduit d’ailleurs directement de Vexpression de mt 


les premiers membres des deux derniéres égalités, regardés comme 


des fonctions de a, sont évidemment des fonctions périodiques, 
admettant le nombre 1 pour période; en effet, le changement de a@ 
en a+ 1, dans ces premiers membres, revient au changement de 7 
en mn — 1 qui ne fait que reculer d’un rang les facteurs ou les termes 
du produit ou de la série et n’altére pas la valeur de ce produit ou 
de cette série; on a donc 


(u+ta+i) (a+) (uta) (a) 
e(uta+i) o(a@+1) o(u+a) (a) 


ou 
o(utat+i) (uta) (a+) (a) 
= = ? 
o(u+a@+1) e(u+ a) o(a@+1) O(a) 


égalité qui montre que le second membre est indépendant de a; on 


voit de suite que sa valeur est nulle en y supposant a = — -; on 


I 
2 


a, en effet, par les remarques précédentes, 


ainsi la fonction wy) est périodique et admet Vunité pour pé- 


e(u) 


riode. 
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On trouve de la méme facon, en remarquant encore que le pro- 


ett) 
IL (1 eat, 


considéré comme une fonction de a, admet l’unité comme pé- 


duit infini 


riode, 
bs ri O'(a+1) > 9'(a) 
o(u + @+1) Fea ie Rai o(u+ a) selmi 
o(a@-+ f) o(a) 
ee ache ‘ o'(u) 
ou, en tenant compte de la périodicité de la fonction man 
i 


o(uta+t)  9(a+1) 
o(uta) (a) 


égalité qui montre que le second membre est indépendant de a. 
=e I ; 
En y supposant @ = — a on trouve que sa valeur est —1; on en 


conclut sans peine que la fonction 9(w) est périodique et admet 
le nombre deux comme période. Les fonctions [o(w)]|?, o(2u) ad- 
mettraient l’unité comme période. 

D’ailleurs, la fonction ¢(w) n’admet pas d’autres périodes que 
le nombre deux et ses multiples entiers, et c’est ce qui résulte en- 
core de la remarque qui a conduit a la former. En effet, o(w) ne 
peut admettre comme période un nombre impair 27-1; on a, 
en effet, puisque 2 et 27 sont des périodes, 


OC i) 1) == (U7 S10) == —— (a) 


mais un nombre qui ne serait pas entier ne peut étre une période : 
en effet, puisque la fonction 9(w) s’annule pour u = 0, elle doit 
s’annuler pour toute période; or elle ne s’annule que pour des va- 
leurs entiéres de wu. 

On voit comment la forme considérée de la fonction o(w) met 
en évidence les propriétés les plus importantes de cette fonction 
relatives a la périodicité. D’autres propriétés apparaissent moins 
facilement sur cette forme et se rattachent 4 d'autres formes ana- 
lytiques qu'elle peut revétir; mais nous ne youlons pas étudier da- 


; 4 sin Tu 
vantage cette fonction, qui n’est autre chose que —— (n° 73), 


i 


et nous nous bornerons a récrire, avec les notations de la Trigo- 
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nométrie, les formules (a), (b), (c), (d), (e). On obtient ainsi 


: () | UN 
(1, ) SINT U = TU V(t = ae re 
Il ree) 


1 


i) 
(I,) reotru =~ +») a tah 
I me Ua 
(Is) sin? Tu CE i 2’ 


u . 5 
[ [ u aa sin u 
(1,) (1— ——— jet—a@>) = Se) eames 
‘ n—a | sing a 


i I 
(Is) | : . 
W S= @ == ip, i) = Gi 


Nu 


=7[cotr(u+a)—cotra|. 


80. Nous avons dit que, si une fonction /(w) admettait une pé- 
riode égale a a, tous les multiples entiers de @ étaient aussi des 
périodes de cette fonction; il n’y a pas lieu de regarder ces di- 
verses périodes comme véritablement distinctes. Si la fonction f(z) 
n’admet pas d’autres périodes que celles-la, elle est dite stmple- 
ment périodique, et l’on dit que a en est la période primitive : 
ainsi 2 est une période primitive de la fonction 9(w) du numéro 
précédent, 27 est une période primitive de sinw. 

On peut se demander s'il peut exister des fonctions univo- 
ques f(w) admettant deux périodes distinctes a et b, c’est-a-dire 
des fonctions telles que l’on ait, quel que soit w, 


f(u+a)=/(u), f(u+6b)=f(u), 


et, par conséquent aussi, quels que soient les nombres enters m, 
n, positifs, nuls ou négatifs, 


J(ut+ ma+nb)= f(u). 


En disant que les périodes @ et 6 sont distinctes, nous entendons 
simplement ici qu'il n’existe pas un troisiéme nombre « dont a 
et b soient des multiples entiers et qui soit lui-méme une période 
de la fonction f(w). Si un tel nombre existait, on ne dirait rien 
de plus en disant que a, 6 sont des périodes, qu’en disant que « 
est une période. On peut se demander aussi s’il peut exister des 
fonctions univoques admettant trois périodes distinctes a, b, c, 
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c’est-a-dire des fonctions f(z) telles que l’on ait, quel que soit 


et quels que soient les enters m, 7”, P, 


J(u+ma-+ nb + pe) = flu). 


En disant que les périodes a, b, ¢ sont distinctes, on entend 
quwelles ne peuvent pas s’exprimer toutes trois en fonction 
linéaire a coefficients entiers de deux périodes de f(w). Sil en 
était ainsi, on n’aurait rien de plus que dans le cas des fonctions 


a deux périodes, etc. 
p ) 


81. Avant d’essayer de répondre a ces questions, nous établi- 
rons le lemme suivant : 

Si une fonction univoque f(z) est réguliére en un point wy (n° 53) 
et ne se réduit pas a une constante, il existe un nombre posit ¢ 
tel que la valeur absolue de toute période de cette fonction soit 
certainement supérieure a ¢. 

En effet, dire que la fonction f(z) est réguliére en wo, c’est dire 
qu'il existe un nombre positif 4 tel que, pour toutes les valeurs 
de h qui vérifient Pinégalité 


[hl <n, 


Pon ait, en désignant par 7 l’ordre de la premiére des dérivées de 
J (uw) qui ne s’annule pas pour wv = wo, 


Vt 


f(uot-h)— flu) = o [ Fun) + _ . f™")(uo) +. | : 

Or, s'il en est ainsi, ona vu (n° 36) qwil existe un nombre positif < 
tel que la série qui figure entre crochets dans le second membre 
de cette égalité ne s’annule pour aucune valeur de h moindre 
que ¢ en valeur absolue. Si donc on veut que l’on ait 


{Ug -+ @) = f(Uo), 
il faut que | @| soit supérieure a ¢. 
82. I résulte de 1a que si la fonction univoque f(z), réguliére 
en Uo, est périodique, les différents points qui figurent les diverses 


périodes que cette fonction peut admettre sont tous a une dis- 
tance du point o supérieure ac. Si cette méme fonction admet 
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les deux périodes a, b, elle admettra comme périodes tous les 
nombres ma + nb, en désignant par m et n des entiers. En parti- 
culier, la différence de deux périodes quelconques sera une pé- 
riode; par suite, si lon figure les diverses périodes par des 
points, la distance de deux quelconques de ces points sera supé- 
rieure a ¢, puisque cette distance est la valeur absolue de la diffé- 
rence entre les affixes de ces points, différence qui est elle-méme 
une période. 

On en conclut que, dans une portion limitée du plan, il ne 
peut y avoir qu’un nombre fini de points figurant des périodes ; 
en effet, on pourrait paver le plan avec de petits carrés dont la 
diagonale serait inférieure 4 ¢; or, dans chacun de ces carrés, il 
ne peut y avoir qu’un seul des points considérés. 


83. Nous allons maintenant établir les deux propositions sui- 
vantes : 


I. Si une fonction univoque f(w), réguliére en un point wo, et 
qui ne se réduit pas a une constante, admet deux périodes a, b 
dont le rapport soit réel, il existe une période « de la fonction 
f(z) dont toute autre période est un multiple entier : en d’autres 
termes, cette fonction est simplement périodique et a en est une 
période primitive. 


II. Si une fonction univoque f(z), réguliére en un point wp, et 
qui ne se réduit pas a une constante, admet deux périodes a, 6 
dont le rapport soit imaginaire, il existe un couple de périodes «, 
8 de la fonction f(z), tel que toute période de cette fonction soit 


une fonction linéaire homogéne a coefficients enters de a, §. 


1° Sia, 6 sont des périodes dont le rapport est réel, tous les 
points ma + nb sont situés sur la droite qui passe par les points 
o, a, 6; leurs distances mutuelles sont plus grandes que ¢; ily a 
done un de ces points qui est plus rapproché que les autres de 
Vorigine, puisque sur un segment fini de cette droite ayant son 
origine en 0, il ne peut y avoir qu’un nombre fini de points figu- 
rant des périodes. Soit « l’affixe du point le plus rapproché; tous 
les nombres pa, ou p désigne un entier, sont des périodes; ils 
sont figurés par des points équidistants sur la droite considérée ; 
or, aucune période {3 ne peut étre figurée par un point situé entre 
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deux points consécuuifs pa, (p—+1)%, sans quoi la distance des 
points @ et pa serait moindre que |«]|, et, puisque la différence 
entre les périodes pa et est une période, il y aurait un point 
figurant une période plus rapproché de zéro que le point @; ainsi, 
toutes les périodes sont des multiples de «, en particulier a et 0, 
qui ne sont pas des périodes distinctes. La fonction est simple- 
ment périodique et est une période primitive ('). 


2° Si donc la fonction f(w), réguliére en un point, admet deux 
périodes distinctes a, b, le rapport de ces deux périodes, et, par 
conséquent, l’une d’elles au moins, est imaginaire. 

Avant d’aller plus loin, il convient de se rendre compte de la 
facon dont sont distribués tous les points ma + nb, m et n étant 
entiers. 

Tous les points ma sont des points équidistants sur la droite 
qui passe par les points 0, a; de méme les points nb, sur la droite 


(1) On arrive a la méme conclusion par les considérations arithmétiques que 
voici : 


: Ota. : q 
Supposons @abord que le rapport - soil un nombre rationnel q, q et p étant 
P 


des entiers premiers entre eux ; il existera alors un nombre « tel que l’on ait 
C= [OC Cie as 


et il suffit de prouver que « est une période pour démontrer que a et 6 ne sont 
pas des périodes distinctes ; or c’est ce qui résulte de ce qu’il existe des entiers 
p', 7 tels que lon ait 

r= pp'+ 4q'; 
et, par suite, 

a=pa-+q'b. 


Supposons maintenant que le rapport des deux périodes — soit un nombre ir- 
a 


rationnel réel 9; la théorie des fractions continues montre qu’il existe des fractions 


P 


a termes entiers a a dénominateur aussi grand qu’on le veut et, telles que l’on 


ait 
DEI Aen 
q |< a 


Ja valeur absolue de pa — qb ou a(p — qo) étant moindre que 


[a] 


q 


peut tre supposée aussi petite que l’on veut; mais, pa — gb étant une période, on 
voit que cela est impossible si la fonction f(w) est réguliére en quelque point. 
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qui passe par les points o, 0: les deux droites sont d’ailleurs dis- 
tinctes, puisque le rapport 7 est umaginaire ; si, par les différents 


points de division de la premiére, on méne des paralléles a la se- 
conde, et, par les différents points de division de la seconde, des 
paralléles a la premiére, on décomposera le plan en un réseau 
de parallélogrammes tous égaux et dont les sommets auront 
des affixes de la forme ma+ nb; le pomt ma+ nb sera obtenu 
par Vintersection de la paralléle a la seconde droite, menée par 
le point ma, et de la paralléle a la premiere droite, menée par le 
point rb. 

Nous désignerons sous le nom de premier parallélogramme 
du réseau \e parallélogramme ayant pour sommets les points o, 
a,a-+b, b, et nous regarderons comme appartenant a ce paral- 
lélogramme tous les points qui lui sont intérieurs, les points situés 
sur le coté qui va de 0 a a, sauf le point a, les points situés sur le 
cété. qui va de o a b, sauf le point 0; les points situés sur les 
deux autres cétés n’appartiennent pas au premier parallélogramme. 

De méme, tous les points u-+ma+nb, ot m, n doivent 
prendre encore toutes les valeurs entiéres positives, nulles et né- 
gatives, sont situés aux sommets d’un réseau de parallélogrammes 
identique au précédent, et qui s’en déduirait en faisant subir a 
toute la figure une translation égale au segment qui va du point o 
au point w. Tous ces points w-+- ma +- nb, pour lesquels la fonc- 
tion f(w) reprend la méme valeur, sont situés de la méme facon 
par rapport aux parallélogrammes du premier réseau (ma +- nb) 
qui les contiennent; nous dirons de tous ces poimts qu’ils sont 
congruents ; élant donné un point quelconque wu du plan, il 
existe un point appartenant au premier parallélogramme, et un 
seul, congruent au point w. 

Il est clair, d’aprés cela, qu’on connaitra entierement une fonc- 
tion admettant les périodes a, 6, si on la connait pour tous les 
points qui appartiennent au premier parallélogramme du réseau ; 
elle se reproduira dans les autres parallélogrammes. 

Remarquons encore, en général, que si a, b, ¢ sont les affixes 
de trois points, le quatriéme sommet du parallélogramme ayant 
l'un de ses sommets en @ et ayant pour diagonale le segment qui 
joint les points 6, ¢ a pour affixe b+ e—a; en effet, si on 

ee ety Mo — 1. 10 
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désigne par d cette affixe, on devra avoir, en vertu de la repré- 
sentation géométrique de l’addition des nombres imaginaires, 


b-=¢=a+ada; 


il résulte de la, en particulier, que, si a, 6, ¢ sont des périodes 
de la fonction f(w), le quatriéme sommet de tout parallélogramme 
dont a, b, c sont trois sommets figurera aussi une période. 

Ceci posé, imaginons que la fonction univoque f(z), réguliére 
en un point, admette les deux périodes a, b a rapport imagi- 
naire et considérons l’ensemble des points qui peuvent figurer des 
périodes de cette fonction : ces points, que nous appellerons 
points-pértodes, sont isolés, et leurs distances mutuelles sont au 
moins égales a¢; choisissons arbitrairement l’un d’eux, et menons, 
a partir du point o, la demi-droite qui le contient; il y aura sur 
cette demi-droite une infinité de points-périodes, mais, comme on 
Pa vu plus haut, il y en a un qui est plus rapproché de o que les 
autres; désignons-le par «; décrivons du point o comme centre un 
cercle, avec un rayon plus grand que | «| et assez grand pour em- 
brasser un ou plusieurs autres points-périodes, non situés sur le 
rayon qui passe par a; faisons tourner ce rayon autour du centre 
de facon a rencontrer un point-période situé dans le cercle avant 
d’avoir décrit deux angles droits, et arrétons-le dés que l’on a ren- 
contré un tel point; désignons par ® le point-période le plus 
rapproché de o, situé sur le rayon dans cette nouvelle position. 
Il est manifeste que le triangle ayant pour sommets les points 0, 
a, ne contient a son intérieur ni sur son contour aucun autre 
point-période que ses sommets; il en est de méme du parallé- 
logramme ayant pour sommets les points 0, g, 2+, B: ce 
parallélogramme, en effet, est séparé en deux triangles par la 
diagonale qui joint les deux points «, 6; l’un de ces triangles a 
pour sommets 0, a, 8; le second a pour sommets a, 8, «+ (; 
or si ce second triangle contenait 4 son intérieur ou sur son 
contour un point-période y distinct de ses sommets, le sommet 
a+ 6 — du parallélogramme dont le segment qui joint a, 8 
est une diagonale et dont y est un sommet, serait un point-pé- 
riode et appartiendrait au premier triangle, ce qui est impossible. 
Le parallélogramme dont les sommets sont 0, a, «+ 8, 8 ne con- 
tient done a son intérieur et sur son contour aucun autre point- 
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période que ses sommets. Dés lors, si on le considére comme le 
premier parallélogramme d’un réseau dont Jes sommets auraient 
pour affixes les différentes valeurs de ma—+ 8, on voit qu’aucun 
parallélogramme du réseau ne pourra contenir a son intérieur ou 
sur son contour (en dehors des sommets) aucun point-période, 
sans quol, le point congruent du premier parallélogramme serait 
un point-période, ce que l’ona démontré étre impossible. 

Ainsi, toute période de Ja fonction f(w) est nécessairement de 
la forme ma—+n 8, et lon voit en particulier que cette fonction 
ne peut admettre trois périodes distinctes ('). 

En résumé, lorsqu’une fonction univoque f(w), réguliére en un 
point, admet un couple de périodes a rapport imaginaire, il existe 


(*) La démonstration arithmétique de cette derniére proposition résulte de la 
généralisation de la méthode d’approximation des fractions continues que voici, 
et qui est due a M. Hermite. 

Soient a,, a, ..., a,,7 nombres réels quelconques; on peut en approcher comme 
il suit par des fractions a termes entiers et de méme dénominateur : soit £ un 
entier positif, arbitrairement choisi et 2 un des nombres 1, 2, 


pour z; le nombre entier défini par les inégalités 


eee phenons 


O0< 4,2 — @,<1; 
si les parties entliéres des 2 expressions 
5 : 
L (a;,% — 2;), (STOR natn 


sont nulles, on en restera la; sinon on prendra pour @ un autre des nombres de 
lamsuitemt e2; , &". Si, aprés avoir essayé tous ces nombres, aucun des £” 
systémes de n nombres entiers positifs moindres que  , formés par les parties 
entiéres des n expressions £ (a,2—2;) nest composé de nombres tous nuls, 
c’est que deux systémes sont composés de nombres identiques, puisque, avec les £ 
nombres 0, 1, 2, .-.. & —r, on ne peut former que £” systémes distincts de 7 
nombres, et que l’un de ces systémes est formé de n nombres nuls; par suite, 
dans le cas supposé, il existe deux nombres z, x’, pris dans la suite 1, 2,..., £", 

Pp ’ ? , =) SNES 
tels que les parties entiéres des 7 expressions 


2 
Je (Cae = 2) 
soient respectivement égales aux parties entiéres des n expressions 
2 1 / 
L (a;8— a). 
Dés lors, on aura 
2 1 f 3 
L | 4,(@ — 2") —(2;— 27) | <3; 


en résumé, on peut toujours choisir les entiers 7, @,, £@,,...,,, tels que l’on ait 


[4,27 — w,|< 


I 
ag 
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un couple de périodes dont toutes les autres périodes sont des 
fonctions linéaires a coefficients entiers : un tel couple de périodes 
est dit couple primitif; nous verrons @ailleurs plus tard qu’il en 
existe une infinité. La fonction f(z) est dite doublement pério- 
dique. 

A la vérité, rien encore n’autorise a affirmer l’existence de pa- 
reilles fonctions, existence quia éLé supposée dans ce qui précéde; 
c’est la construction de ces fonctions qui va maintenant nous oc- 


cuper. 


84. Parmi les fonctions univoques, les plus simples sont les fonc- 
tions rationnelles; mais on apercoit de suite qu’elles ne peuvent 
étre périodiques, a moins de se réduire A une constante. II ya,au 
contraire, des fonctions périodiques parmi les fonctions transcen- 
dantes entiéres; telles sont les fonctions simplement périodiques 


le nombre & est positif, et au plus égal a ("5 il est facile d’assigner des limites 
supérieures aux valeurs absolues des nombres @,, x,, ..., Z,. 
Ceci établi, on démontrera comme il suit l’impossibilité de trois périodes 


distinctes 
a=kh+Ni, S=p-+p'l, C=v4+vt; 
si on désigne par x, y, = des entiers, le nombre P + 7P’, ot l’on suppose 


P=)A@+py + Vz, P=Ne+pyt+y'z, 


sera aussi une période, et il suffit, pour établir la proposition énoncée, d’établir 
que l’on peut choisir les entiers 2, y, s de maniére que les valeurs absolues de P, 
P’ soient moindres que toute quantité donnée: or, on tire des égalités précédentes 
(Ap! — 2X" p) @ — (pv! — piv) = Pp'— P'p, 
(Au = Xn.) 7 — (Av — Av!) z = P'A— PD; 
aucune des expressions Ap’ — d'p, pv'— p'y, A’v — Av’ n’est nulle; si la premiére 
en effet était nulle, le rapport B serait réel, et ce casa déja été exclu; or, aprés 
avoir fixé le nombre entier £ , on peut déterminer les entiers x, v, s de maniére 
que les premiers membres des égalités précédentes soient moindres en valeur ab- 


I . nae . 
solue que —; si donc on désigne par ¢, e’ des nombres moindres que 1 en valeur 


Se 
absolue, on aura 


I 


€ € 
Pp’ —P’p= —, 1D = | ee as 
— 


dot lon tire 
Ae + ps! Pp’ Ne + p's! 


oS ee, 


Sa 1 ? ers 1 
L (Ap! — d'p) Lf (Ap! — i'n) 
or, comme { peut étre supposé aussi grand qu’on le veut, P et P’ peuvent étre 
supposés aussi petits qu’on le veut. 
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sinz, e*; mais toute fonction entiére, transcendante ou non, 
qui est doublement périodique se réduit a une constante. 
C’est ld une proposition extrémement importante, due a Liou- 
ville et dont Villustre géométre a montré qu'elle pouvait servir de 
principe pour fonder la théorie qui nous occupe ('). Sa démonstra- 
tion est d’ailleurs immédiate; considérons en effet le réseau de 
parallélogrammes formé, comme il a été expliqué plus haut, au 
moyen de deux périodes; une fonction (transcendante) entiére 
restera évidemment finie dans le premier parallélogramme du ré- 
seau; sa valeur absolue y restera inférieure 4 un nombre positif 
fixe A; et, 4 cause de la périodicité, cette valeur restera moindre 
que A dans chaque parallélogramme, c’est-d-dire pour n’importe 
quelle valeur finie de la variable : or, ona vu (n° 35) que, dans 
ces conditions, une fonction transcendante entiére se réduit né- 
cessairement a une constante; le théoréme de Liouville est done 
démontré. 


85. Aprés les fonctions transcendantes entiéres, les fonctions 
univoques les plus simples, parmi celles qui admettent des déri- 
vées, sont celles qui n’admettent pas d’autres singularités a dis- 
tance finie que des péles : sauf en ces poles (et au point ), elles 
sont partout réguliéres ; leurs pdles sont nécessairement isolés. 
Elles se comportent comme des fonctions rationnelles pour toutes 
les valeurs finies de la variable. Rappelons encore qu’elles peu- 
vent étre regardées comme le quotient de deux fonctions entiéres, 
transcendantes ou non (n° 74); ce sont ces fonctions que nous con- 
sidérerons exclusivement, et voici la marche que nous suivrons 
pour former celles d’entre elles qui sont doublement périodiques. 

Considérons une telle fonction univoque f(w), n’ayant pas 
d'autres singularités a distance finie que des pdles. Supposons que 
Von ait 

P(u) 
f(4)= Wu)’ 


®(u) et W(w) désignant des fonctions enticres (transcendantes 
ou non) de la variable w, qui ne s’annulent pas pour une méme 


(*) Lecons sur les fonctions doublement périodiques (Journal de Crelle, 
t. LXXXVIII). 
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valeur de w; les poles de f(w) correspondront aux zéros de W(w), 
ses zéros correspondront aux zéros de ®(w). Supposons que la 
fonction f(w) admette les périodes a, b, dont le rapport sera né- 
cessairement imaginaire, et envisageons le réseau de parallélo- 
erammes formé au moyen de ces périodes. Dans le premier de ces 
parallélogrammes, la fonction /(w) aura au moins un pole, sans 
quoi, elle n’en aurait nulle part. Elle en aura, d’ailleurs, un 
nombre fini, sans quoi, elle admettrait nécessairement dans ce 
parallélogramme un point singulier essentiel, limite des pdles en 
nombre infini. Si les pdles distincts appartenant au premier pa- 
rallélogramme sont 


Bi, Ba, +5 By, 


tous les points congruents aux points B,, B2,.-., By seront aussi 
des poles de la fonction, avec les mémes degrés de multiplicité 
respectifs que ces points. En effet, si m, nm sont des entiers, 
ma + nb est une période et, par conséquent, B;-+ ma nb est 
un pole de méme ordre v; que 6, (t=1, 2, .-.,q)3 donc la fonc- 
tion W(w) admettra comme zéros tous les points 8;+- ma + nb, 
avec Vordre y;, (t=1,2,..-, q); elle n’en admettra pas d’autres. 
De méme, dans le premier parallélogramme, la fonction f/(w) 
admettra au moins un zéro; car, autrement, la fonction double- 
ment périodique 
I _ Yeo 
f(4)  &(u)’ 
qui n’admet aussi d’autres singularités que des pdles, n’aurait au- 
cune singularité si elle n’admettait pas quelque pdle dans le pre- 
mier parallélogramme ; ce serait donc une fonction entiére, et, par 
conséquent, en vertu du théoréme de Liouville, une constante. 
Dans ce premier parallélogramme, /(w) ne peut admettre qu’un 
nombre fini de zéros; soient donc 


25 Serra) 


Pp 
les zéros distincts de la fonction ®(w), appartenant au premier 
parallélogramme, et soit pi, (¢=1, 2, ...,p), ordre de multipli- 
cité du zéro a;; tous les nombres a;-+ ma + nb seront des zéros 
) a a 7 — ay = p/ = 
dordre pi, (t= 1,2,..-, p), pour la fonction W(w), et celle-ci 
n’admettra pas d’autres zéros. 
Imaginons donc qu’on construise, par la régle de M. Weier- 
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strass (n° 71), une fonction ¢ranscendante entire du (') admettant 

pour zéros simples tous les nombres ma + nb, et n’en admettant 
? be s X 

pas d’autres, on devra avoir, en vertu du théoréme que nous ve- 

nons de rappeler, et en désignant par 9(w), U(w) des fonctions 

(transcendantes ) entiéres de w, 


® (u) = ce? [o(u— a) ]M[o(u — a) ]...[o(u — %p) |p, 
Wu) = eV [o(u— Bi) [o(u — Be]... .[o¢(u — Bg)]- 


En effet, on voit de suite, comme au n° 72, que la fonction, 
réguliere pour toute valeur finie de w, et ne s’annulant pour au- 
cune valeur de w, 

D(u) 
[o (wu — ay) || o (wu — ay) |... [or (ua — ap)]%p’ 


est une fonction (transcendante) entiére de u de la forme 
eplu), 
Il en résulte que la fonction f/(w) est nécessairement de la forme 


[ o(u— ay )]P1...[ o(u — ap) ]Yp ; 


= egl(u 
DSS eer RR TO 


Nous retrouverons cette forme plus tard, avec une signification 
plus précise; nous avons seulement youlu montrer ici comment 
Vétude de la fonction ou s’imposait d’une fagon nécessaire; c’est 
la construction de cette fonction et ’examen de ses propriétés élé- 
mentaires qui yont maintenant nous occuper. 

C’est Eisenstein qui, le premier, a construit cette fonction (?). 
Toutefois le produit infini 4 double entrée qu’il considére n’est 
pas absolument convergent et est, par suite, moins maniable que 
celui que nous allons considérer en suivant la méthode et en adop- 
tant les notations de M. Weierstrass. 


(*) Dans les Chapitres qui suiyent, on désignera par ce symbole une fonction 
particuliére entiérement déterminée. 

(2) Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelprodukte, aus welchen die 
elliptischen Funktionen als Quotienten zuzammengesetzt sind. ( Eisenstein’s Ma- 
thematische Abhandlungen, p. 213; Berlin, 1847.) 
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CHAPITRE Il. 


LA FONCTION ou ET LES FONCTIONS QUI EN DERIVENT. 


I. — Les trois fonctions suv, Cu, pu. L’argument augmente de 2,. 


86. Nous adopterons les notations et les conventions qui 
suivent : 

Désignons par 20,, 23 deux nombres dont le rapport soit 1ma- 

Felis) P 15 3 I 

ginaire; nous apprendrons bientét a former des fonctions double- 
ment périodiques, pour lesquelles ces nombres constitueront un 
couple primitif de périodes, et nous emploierons de suite les mols 
périodes pour désigner ces nombres; quoi qu'il en soit, nous con- 
sidérerons le réseau de parallélogrammes formé par les points 


2™mW,+ 2NW3, 


m, n prenant toutes les valeurs entiéres positives, nulles ou néga- 
tives; comme dans le n° 83. Nous désignerons sous le nom de 
premier parallélogramme le parallélogramme dont le pre- 
mier, le deuxteme, le troisiéme et le quatriéme sommet auront 
respectivement pour affixes 


Oo, 204, 204+ 203, 2035 


le premier, le deuxiéme, le troisitéme etlequatriémecdté joignent 
respectivement les points 0,20; 20,, 20,;+ 2W33 20,+ 20s, 
2033 23,0. Comme au n° 83, nous regarderons comme apparte- 
nant au premier parallélogramme tous les points intérieurs, et 
tous les points situés sur le premier et le quatriéme coté, sauf 
les points 2,, 23. Nous adopterons des conventions analogues 
pour le parallélogramme dont les sommets sont 


U, U+2MW,, U+20,+2W3, U+2Ws, 
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qui sera dit parallélogramme des périodes relatif au point u; 
tous les points w+ 2mw,-+ 2nw; sont dits congruents ; suppo- 
sons en particulier que le point wv appartienne au premier parallé- 
logramme, tous les points congruents sont situés, par rapport aux 
divers parallélogrammes du réseau qui les contiennent respecti- 
vement, de la méme fagon que le point w par rapport au premier 
parallélogramme. Etant donné un point quelconque w! du plan, il 
existe un point wv appartenant au premier parallélogramme et con- 
gruent au point wv’; Vaffixe de w est la valeur réduite de u’. 

Dans le langage de lArithmétique, on dit que les nombres w 
et uw’ sont congrus par rapport au systeme de modules 20,, 23, ou 
encore, congrus modulis 2,, 203, sil’on a, en désignant par m 
el n des nombres entiers, 


V4 


U = U+2MW,-+ 2NYS, 


et Von écrit 
u' = u[modd. 20, 2; | (CS: 


87. Nous allons maintenant nous occuper du probléme posé a 
la fin du Chapitre précédent, de la construction d’une fonction 
transcendante entire admettant comme zéros simples tous les 
nombres 27m, + 2nws3, en désignant toujours par m, n des en- 
tiers positifs, nuls ou négatifs. 

La série 4 double entrée 


I 
2 (27724 -+ 2NWs )% 
m, 2 
étant absolument convergente (n° 18) lorsque « est un entier 
plus grand que deux, on voit que la fonction cherchée est une 
fonction transcendante enti¢re de genre deux. Pour la construire, 
il faudra donc, d’aprés le théoréme de M. Weierstrass (n° 71), 


(7) La notation un peu singuliére modd. a été proposée par Gauss (Werke, 
t. Il, Nachlass, p. 239); elle a été adoptée et est employée couramment par 
M. Kronecker et ses éléves, pour distinguer les congruences suivant un systeme 
de modules des congruences suivant un seul module. Cette méme notation est 
adoptée en Algébre par M. Kronecker dans un sens bien plus général. (Voir Arith- 
metische Theorie der algebraischen Grdssen, Festschrift et les Sitsungsbe- 
richte der Berliner Akademie, surtout depuis 1886.) 
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prendre pour facteurs primaires les quantités 
1 ue 


( Ww 
I u e2m@ + 2nW, 2 (20, -INWs)® ? 

* ? 
212, 2NW; 


dans chacune desquelles, nous le rappelons encore une fois, les 
deux facteurs doivent étre regardés comme liés indissolublement. 
Le produit infini a double entrée 


ot. s doit étre remplacé par les diverses valeurs que prend Vex- 
pression 
2M, 213, 


quand on y meta la place de m, n les différents nombres entiers, 
positifs, nuls ou négatifs, a l’exclusion de la combinaison m = 0, 
n = 0, estalors absolument convergent quel que soit w. Il jouit de 
toutes les propriétés que nous avons rappelées au n° 79. 

Il en est de méme du produit infini 4 double entrée 


qui admet pour zéros simples toutes les valeurs de s et n’admet 
pas d’autres zéros. En disant, ici et plus loin, toutes les valeurs 
de s, nous entendons toutes les valeurs précédemment définies, 
et en outre la valeur 0; en d’autres termes, toutes les valeurs 
que peut prendre expression 2mw,-+ 2nw3 quand m et n sont 
des entiers quelconques. 

Cest cette derniére fonction transcendante entiére que nous 
désignerons par 

Tu 


ou, quand nous voudrons mettre les périodes dont on part, en évi- 
dence, par 


F(U| 1, W3). 


Alors, toute fonction transcendante entiére admettant les mémes 


A 
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zéros simples, et n’en admettant pas d’autres, est de la forme 
eg \u) ou, 


ou g(w) désigne une fonction entiére quelconque. 


88. On a donc, par définition, 


Co) 


Ss 


En prenant la dérivée logarithmique du produit infini a double 
entrée, comme s'il s’agissait du produit d’un nombre fini de fac- 
teurs, on obtient une série a double entrée 


oH 
oe de la fonction¢eu; 


1o) 


quireprésente (n° 71) la dérivée logarithmique 


les éléments d’un méme terme 


1 il u | 
ho + > 
u—S$ Ss s2 | 


doivent étre considérés comme liés indissolublement. 


" 2 ou or / bed 

Les poles de la fonction — que cette série représente sont ici 
ou 

bien en évidence : ce sont tous les points s; cesontdes poles simples. 


lf 
: Ane 4 0 eyfhe 1 . ft 
Nous désignerons, par Cw, la fonction ao ainsi engendrée de cu. 


lowe 
Lorsque nous voudrons mettre en évidence les nombres w,, 3 au 
moyen desquels elle est formée, nous écrirons 


C(u | w4, w3). 
On a done 
1 


(1) 
(Ih) (uy =F logru=++>) } ue 


lu—s 


La fonction $w engendre elle-méme, par différentiation, une 
fonction — Cu qui est représentée par la série a double entrée 


1 aN I [ 
— + ———. ——=}> 
u2 l\(u—sy 8? 
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obtenue en différentiant, terme par terme, la série qui repré- 
sente — Cu. Les éléments d’un méme terme 


doivent toujours étre regardés comme liés indissolublement. 

Les pdles de la fonction — Cu sont bien en évidence : ce sont 
tous les points s; ce sont des pdles doubles. Nous désignerons 
par pw ou, si l’on veut, par p(w|,, 3), cette fonction — Ju 
engendrée de Cu et, par suite, de ou. 

On a donc 


} a2 1 ” I | 
(II; ) pu=—Cu=——logeu= i+) Ferre 2 


De méme pu engendre par différentiation une fonction p/u qui 
est représentée par la série a double entrée 


¥) () I I 
Se os eC R= 2 
us > (u—s) Dame: 


S S, 


obtenue en différentiant, terme par terme, la série qui représente 
pu. Les poles de p’w sont bien en évidence : ce sont tous les 
points s ; ce sont des pdles triples. 

On a done 


ae I 
CU) a ap Vere, 


ou la somme est étendue a toutes les valeurs s = 2mw,+ 2nwWs, 
y compris zéro. 


89. Les propriétés qui suivent se lisent immédiatement sur les 
formules (II,_,). 

La fonction du est impaire. En effet, a chaque valeur de s, 
non nulle, correspond évidemment une valeur égale et de signe 
contraire, en sorte que, au facteur 
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{ Teer ee 
Ss 2 32 
}(1+ Ze : , 
§ 


et ces deux facteurs se permutent l’un dans l’autre quand on change 


correspond le facteur 


u en —U. 

Il en résulte immédiatement que Cw est aussi une fonction im- 
paire, pw une fonction paire et p’w une fonction impaire; cela se 
voit d’ailleurs aussi sur les formules (I,_,). 

On a encore immédiatement, quel que soit le nombre « différent 
de zéro, 

(1) G(aU| aw, aw) = a o(U| 4, 3), 


(II) (2) C(aw| aw, a3) = — C(w| wi, ws), 


[A RI 


(3) p(auw|aw,, aw3)= = p(w], ws). 


R 
w 


90. Soit 6 la distance du point o au plus rapproché des som- 
mets s du réseau de parallélogrammes. 
Si Pon a |u| < 6, gn peut écrire 


donc, en remplacant dans l’expression de Cw chaque terme qui 


. () 
figure sous le signe me par 


u? u3 _. swe 
= 1 = 
a pe eS |e 


et en ordonnant ensuite, ce qui est permis (n° 38), on aura, sous la 


seule condition | u| < 6, 


1 (Dy (Dy ou) y 
= 2 a7 7S paeeees — yr — a ae 
a a —u . 3 u . a ose — Ub y Ae ae 
S Ss S 
ou, en tenant compte de ce que, dans les sommes de la forme 


() I 
g2n+l 2 


s 
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les termes se détruisent manifestement deux a deux, 


; () 7 () x ()y 
Se = Saif = ail rs ae, 
(IV2) (n= ee y aru : ieee . © 


En inlegrant par rapport a @, on a 


mu (1) 4 wu A) 
[Sedu = G+ logu P ~ “ 7 Rae) 


ey Ss 


C étant la constante d’intégration et la détermination de logu dé- 
pendant du chemin d’intégration. On aura done 


1 DAU 
aoe ame 
Su = eltudi— ebxure Z 
1 Sstna oan ee anes cu 
La constante C doit étre prise égale a zéro, afin que le rapport =e 


ait pour limite lunité quand uw tend vers zéro, ce que la for- 
mule (II, ) exige manifestement. En remplacant 


I BaF I OTe 
== UE : aS =F s a —... 
8 ss 4 st 


= 


on voit que ou peut se mettre sous la forme 


I Coy I yy 
IV cuU=uUu—— UU SS = i}! ———— 
(IV1) Z 2 cae : = 


Ss Ss 


Ce développement est valable quel que soit w; iln’a, a la vérité, 
été établi que sous la condition | uw |< 6; mais, comme la fonction 
cu peut étre mise sous la forme d’une série entiére en w, partout 
conyergente, et que cette série doit coincider avec la série (IV, ) 
pour toutes les valeurs de w qui satisfont a la condition précédente, 
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Pe ; ; : P| a Pet 
elle coincide nécessairement (n° 36) avec cette méme série, quel 
que soit w. 


On remarquera que le terme en wu manque dans le développe- 
ment de cu. 

D’un autre cété, en différentiant par rapport a wla relation (IV.), 
on trouve la formule suivante, que l’on aurait aussi bien pu dé- 
duire de la définition de pu, 


ioe, ") 4 Que 
(IV; ) pu=—+35u? —+ 5ut ae te 4 
u2 St 5 


Cette formule sera valable tant que l’on aura | w|< 4; si cette con- 
dition n'est pas vérifiée, le second membre n’est pas convergent. 
En différentiant encore une fois, on trouve 


2 : aT Sr 
(IV, ) pu=——+6u = aoe SSRN, 
u? si 56 


Ss Ss 


La méthode précédente permet sans doute de calculer autant de 
termes que l’on voudra dans le développement en séries de cu, 
Cu, pu; mais elle ne permet pas de trouver la loi de formation 
de ces séries. Ce n'est qu’aprés avoir obtenu des équations diffé- 
rentielles auxquelles doivent satisfaire ces fonctions que l’on peut 
établir cette loi. Il convient toutefois de signaler dés maintenant 
ce fait important que les coefficients des séries (IV,_,) sont des 
polynomes enters a coefficients rationnels par rapport aux deux 
nombres 


’ GO COiy 
(IVs) &2 = 60 » ae gs =140 > ae 


s S 


Les nombres g» et g3 ont recu le nom d’invariants, qui sera jus- 
ufié plus tard. 


91. La formule (II, ) peut étre transformée comme I’a été la for- 
mule analogue pour sinzz dans le n° 79. En désignant par @ un 
nombre assujetti seulement a ne pas étre égal a l'une des valeurs 
de s, on aura, en remplacant dans (II,) w par u + a, 


uta 1 uta)? 


o(u+a) IL u+a +s 
— I— (a s 2 oe 
u+a §§ 


Ss 
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@ 2 
Or le facteur primaire, qui figure sous le signe { {| , peut étre 


regardé comme le produit des trois quantités 


1 Apes a we 1 1 
u See ale a sare GEG ae 
e a Ss BY S a—S} 3 


et, a cause de la convergence manifeste de chacun des trois pro- 


? 


duits infinis dont les facteurs s’obtiennent respectivement en 
donnant a s, dans les expressions précédentes, toutes les valeurs 
dont ce symbole est susceptible, sauf la valeur zéro, il est clair 


o(u+a fe 3 ; ake 5 
que aed) est égal au produit de ces trois produits infinis. 
US @ 


Le dernier d’entre eux est égal a une puissance de e dont l’ex- 
posant est 


CO i I a I 
} t es =Ca—-, 
a—s Ss s2 a 


D’autre part, le second des produits infinis est, en vertu de 
la formule (II,), égal a 


On a done 


a 
) u fee 
< i SS WR OSA _ 
Sa 
Ss 
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En faisant rentrer parmi les facteurs du produit infini le facteur 


( wm A 
aan De caerrr gee 
Pe 


qui n’est autre chose que le facteur général qui figure sous le 
: (1) : } 
signe i ; , dans lequel on supposerait s =o, on aura finale- 


ment 


2 


l 


5 u . u 4 u? 
(Vi) Cae 2 ya pe es rege Esa at G- ap 
o(a@) f | ( s—a 


3 


ots doit prendre toutes les valeurs, sans exception, que l’on ob- 
tient en remplacant, dans l’expression 2m ,-+ 2nW3, m etn par 
tous les nombres entiers, positifs, nuls ou négatifs. 

En prenant les dérivées logarithmiques, par rapport a w, des 
deux membres de l’équation précédente, on tombera sur la for- 
mule 


(V2) c(u-+a)—ta+upa= Y) eae 


Et, en prenant les dérivées par rapport a uw dans les deux membres 
de cette derniére égalité, on a 


(V3) p(u+a)—pa= 


AY 


I I 
(u+a—s) (as)? 


Ces deux égalités se déduiraient tout aussi bien des formules (II, ) 


et (II,). 


92. Les égalités (V) ont ceci de trés remarquable que les quan- 
tités qui figurent dans les seconds membres ne changent manifes- 
tement pas quand on y remplace a par a+ s, ous est lune quel- 
conque des valeurs que peut prendre 2mw,-+ 2nw3. Il est clair, 
en effet, que, par ce changement, l’ordre des facteurs ou des 
termes qui figurent dans le produit infini ou dans les séries est 
seul modifié. Ainsi, considérés comme des fonctions de a, les 
premiers membres sont des fonctions doublement périodiques a 
périodes 20, 203. 

T.et M. —I. Ir 
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Voici quelques conséquences essentielles qui résultent de cette 
remarque et dont nous empruntons la déduction a Halphen ('): 


1° Ona 


p(uta+s)—p(a+s)=p(u+a)—p(a), 
d’ou, en remplacant wu par b—a, 
p(o6+s)—p(b)=p(a+s)—p(a); 


on voit donc que les deux membres sont égaux a une constante, 
indépendante de a et de 6. Pour déterminer cette constante, suppo- 
sons d’abord que les deux entiers m et nr ne soient pas tous deux 


. I . 
pars, en sorte que rt ne soit pas un des nombres exclus pour a; 


Ss C 
posons alors @ = — ; et rappelons-nous que p est une fonction 


paire; on voit que la constante cherchée est alors nulle. 
On a donc, en particulier, pour m=1, n=0 et pour m=0, 
rm—t, 
p(u+20,)= pu, p(u+2W3)=pu, 


et, par conséquent, quels que soient les entiers m et n, 
(VI;) p(u+2mo,+ 2NW3) = pu. 
2° On ade méme, en conservant les mémes notations, 
C(u+ta+s)—C(a+s)+up(a+s)=C(ut+a)—Ca+upa. 


En réduisant, au moyen de légalité précédente et en posant 
u— b—a, il vient 
C(6+s)—CbO=C(a+s)—La. 

Ici encore les deux membres sont donc égaux a une constanle in- 
dépendante de a et de 6. Pour la déterminer, dans le cas ot m 

3 F . Ss F 
et m ne sont pas pairs simultanément, posons a=— -=, ce qui 

2 


est alors permis; rappelons-nous aussi que la fonction ¢ est im- 
paire, et nous aurons alors, pour la valeur de cette constante, 


2e(5): 


(*) Traité des fonctions elliptiques, t. 1, p. 367. 
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En particulier, pour m=1, n=0, pour m=—1, n=—1 et 


pour m—0o0,n=I, ona 


C(a+2w,)=Ca+2bn, 
C(a + 202) =Ca+ 2lwo, 
C(a@+ 2w3) = Ca+ 2Cws, : 


ou le nombre w, est défini par la relation 
W1 + Wo+ wW3 = 0 


et est introduit pour des raisons de symétrie dont le lecteur s’a- 
percevra bientét. 
On en déduit 


Ca = C(a— 2m2) + 20. = C(a + 201+ 203) + 2Cw2 


= C(a + 20) + 2Cm3 + 2CwW. = Ca + 2 [ Cu, + Cwo + Cw |, 


de sorte que l’ona 
Cw,+ Cudg+ Cw = 0; 


On pose habituellement 


Co, = Ni, 


(VI, ) Cwe — 25 


\ Co3 = q3, 
en sorte que la relation précédente peut s’écrire 
(VI, bis) Tae Up ae ty =O 
et que l’on a, en écrivant wv au lieu de a, 
C(U+ 2Wg) = FCU+ 2Ng (Gi Sitiy Dp 3h) 

donc aussi, par répétition, quels que soient les entiers m et 7, 
(VI;) C(uU+2mw, + 2Nw3) = CFU +2Mm,+ 2NNH3. 

3° Enfin, on a, en conservant toujours les mémes notations, 


Bae nella rye pais. oUt ay—ulat = pa 
i e pe caine (oA Sariaetod aa 
o(a+s) =e 


En réduisant, au moyen des égalités précédentes, il vient 


o( uta+s) e—Ul2mn,+2n4;) — o(u+ a) 
G(a-+s) oa 
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et, en remplacant uw par b — a, 


oe 
o(6 a s) e—O (2m, +2NN3) — g(a +S) e—al2mn,+2n7N,), 
ob ca 


Ici, encore, les deux membres sont égaux a une constante indé- 
pendante de a et de b, et, si m, n ne sont pas tous deux pairs, 
on déterminera cette constante en posant 


=—(mMmw,+ 23), 


ce qui est alors permis. On obtient, dans ce cas, pour cette con- 
stante, la valeur 
— e(mw,+720);) (277,4+2727,) : 

on a donc, pourvu que l’un des deux entiers m, n soit impair, 


o( Uu +-2mw, + 2NwW3) = — e(2m,+2nN;) \U+Mmw,+2W;) FU 


et, en particulier, 


o(u + 2W,) =— e2Mi(uto) oy : 
(VI,) O(U + 29) =— erMlu+o.) UL, 
O(U +203) = — e20:(U+) ou, 


La premicre de ces trois égalités, par répétition, donne 
o( u-o2m 1) — (— 1)” e2ni(mut+m?oy) 
de méme 


o(u+an 03) = (— 1)” e20;(nu+ n?W,) : 


en remplacant, dans Vavant-derniére égalité, uw par uw + 2nws el 
en tenant compte de la derniére, il vient 


O(U+2Mw,+ 2NwW3) = (—1)"4r eA su, 


sans qu’ici l’on ait a exclure le cas ou m et n seraient pairs a la 
fois; on a posé, pour abréger, 


A= 2, [m(uU+ 2n3H3) + mw] + 293 [ru + n2u3 ] 


= (2M, + 2NN3) (U+ MH, + NW3) + 2MN(H1H3 — 4304). 


En échangeant m, w,, 71 et 2, 3, 3, On aurait de méme 


o(U+ 2Mw,+ 2NW3) =(—1)"+2 eB yu, 
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B=(2m7,+2n73)(U+ Mo,+ Nw;) — 2mn(H, 3 — 4301). 
fl faut que l’on ait e* = e® et, par suite, que 
4MN( 4103 — 743%) 


soit un multiple entier de 277, quels que soient les entiers m, 7. 
Si, en particulier, on prend m1, nm =1, on voit que 


4103 — 731 


TU : 
- On peut ajouter que c'est un mul- 
BD 


est un multiple enter de 

tiple impair, puisqu’on doit avoir a la fois 
o(U + 202) =— erMluto,) ou, 
C(U+ 2W,)=eAcu, 


ou 
A = 2%2(U + W2) + 2( 413 — 7301), 


ce qui implique 
e2(M10,—4,01) = —], 


On prouvera plus tard (n° 108) que lon a 


4 * — =\— 
HANDY a 


: ‘ : 0) se : : 
suivant que le coefficient de z dans = est positif ou négatif. 
gt 


Quoi qu'il en soit, dans le seul cas d’abord exclu, celui ou m 
et nm sont pairs a la fois, la quantité 


2mn(H13— 431) 


sera un multiple de 2x72, et l’on aura, dans ce cas, 
E2MMUWOs—N201) — it 


o(u +2mo,+ 2NW3) = e(2mns,+2n7,) (U+MW,+nNw;) oY. 
On a donc, dans tous les cas, 


(VI) o(u +2mw,+ 2.1.03 ) =(— L)mntm+n el2mr+2273) (U+mMoi+nW,) oY. 


93. Ajoutons encore que, de la double périodicité de pu, on 
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déduit immédiatement celle de toutes ses dérivées p'u, p’u, .... 
On a donc 


(VIg) p'(u+ 2mo,;+ 2703) = plu. 
Si lon fait dans cette formule u=—w,, m=1, N=0, ona 
Por = P'(— 1); 


ailleurs, puisque la fonction pw est paire, la fonction p'u est 


impaire; on a donc 
po, =— p’o, = 9, 


puisque w, n’est pas un pole de p/v. De méme p'w.=0, p'w;=0: 
ainsi 


(VI, dis ) Pp Wa = 0. 


Le lecteur retrouvera immédiatement ces résultats sur légalité 


eee ree I 
nde Spee 


qui donne, par exemple, 


if 


Ley, a. . 
2P Sea eae 2nw; |’ 


m,n 


il est manifeste que le second membre est composé de termes 
égaux et de signes contraires qui se détruisent deux a deux. On 
verra de méme que les dérivées d’ordre impair de la fonction pu 
s'annulent pour w= ,, 2, 3. La formule (VI, bis) pour 
%==1, 2, 3 se trouve ainsi établie 4 nouveau. 

La périodicité de p/u est d’ailleurs mise directement en évi- 
dence par la formule 


ee >» I 
——)p) b= 
2? (ES 
Ss 


car le second membre ne change évidemment pas quand on change 
“en U+-2M,H, +272, 03, Ol m, et nN, sont deux entiers détermi- 
nés quelconques : dire que l’indice s prend toutes les valeurs 
2MW,-+ 2NW; Ou dire que s—2m,w,—2N,w3 prend toutes 
les valeurs 2mw,+2nws, c’est, en effet, dire exactement la 
méme chose, et la somme double ¢étant absolument conyergente, 
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on peut, sans changer sa valeur, intervertir 4 volonté lordre de 
ses termes. 

De la périodicité de p’u ainsi établie directement, on aurait pu 
déduire celle de pu et, par suite, les formules établies plus haut 


pour C(u-+ 2mw,+ 2nws) et o(u+2mo,+ 2nw;). En effet, 
de Pégalité 
p'(u+20,)=p'u, 


par exemple, on déduit, en intégrant, 
p(u+te2w,)=pu+e, 


ou ¢ est une constante; si l’on pose u—=— w,, cette dernicre 
formule devient 
po, =p(—o1)+¢; 


on en conclut que ¢ = 0, car pu est une fonction paire et w, n'est 
pas un pole de pu. 
De méme, la relation 


p(u+2w0,)=pu 
donne, en intégrant, 


C(u+2w,)=Cu+ec; 


c est encore la constante d’intégration, dont on trouve la valeur 
2Cw,, en supposant uv —=— w, elt en se rappelant que Cu est une 
fonction impaire. Enfin, en intégrant l’équation différentielle 


C(U+2M,) CU 


= = 2 
T(U+204) CU ae 

on trouve 
o(U+ 204) = eml4te) o(u), 

et on trouve c = w, en supposant encore u=— ,. 


Ajoutons que les périodes 2w,, 2 3 constituent un couple de 
périodes primitives pour la fonction pu; en effet, puisque o est 
un pole de cette fonction, toute période de pu doit aussi étre un 
pole; or la série qui définit pw montre qwil n’y a pas d'autres 
poles que les nombres s congrus a zéro, modulis 204, 203. 

Le parallélogramme que nous avons désigné comme premier 
peut donc aussi étre désigné sous le nom de primutrf. 

Nous avons ainsi établi, sur leur définition méme, quelques- 
unes des propriétés fondamentales des fonctions ¢u, Gu, pu. 
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II. — Premiéres relations entre les fonctions cu, Cu, pu, p'u. 


94. Nous allons maintenant faire une courte digression pour 
établir entre ces fonctions quelques relations plus cachées, mais 
de la plus haute importance. A la vérité, nous aurons occasion 
plus tard de retrouver ces relations par une voie peut-étre plus 
naturelle, et comme conséquence immédiate de lapplication aux 
fonctions doublement périodiques du théoréme fondamental de 
Cauchy sur les intégrales de fonctions d’une variable imaginaire 
prises le long d’un contour, mais il nous sera commode, quand 
nous continuerons l'étude directe de la fonction ¢, d’avoir ces 
relations, afin de pouvoir écrire nos formules sous une forme 
plus définitive; les nombreuses propositions de la théorie des 
fonctions elliptiques, d’une part, se groupent, comme le verra le 
lecteur, autour d’un petit nombre de principes, et, de l’autre, 
se pénétrent mutuellement : la digression que nous allons faire 
évitera des répétitions et des renyois fatigants; elle aura d’ailleurs 
Pavantage de montrer immédiatement au lecteur le lien des fonc- 
lions que nous venons d’introduire, d’aprés M. Weierstrass, avec 
des questions qui lui sont certainement familiéres. 

C’est tout d’abord une relation, analogue a la formule 


I I sin(@ + @)sin(a — 2) 
sin?”  sin?a sin? sin2a@ 


que nous allons établir. La fonction ow joue, a certains égards, 
le méme réle que la fonction 


sint ax 


2 
qT 


dont la dérivée logarithmique admet pour dérivée 


m2 


ced Sees 
sin?nr@x 


de méme que la dérivée de la dérivée logarithmique de cw est 
— pu. 
Les deux fonctions de u 


C(a+u)c(a—u) 
O7a o2u 


We aad CL 
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se rapprochent naturellement l'une de l’autre; tout d’abord, elles 
sont toutes les deux doublement périodiques, avec les périodes 
204, 203, ainsiqu’il résulte, pour la seconde, dela formule (VI,), 
qui montre que, si lon remplace uw par w+ 2,, le produit 
o(u-+a)o(u —a@) se reproduit multiplié par le facteur 


C2N0(U+A+Wy) d< E2Ng(U—Aa+W,_) = [e2MaluHwe) ]2, 


exactement comme o?u. D’ailleurs, des deux fonctions considé- 
rées, la premiére pu — pa s’annule pour toutes les valeurs qui 
annulent le numérateur de la seconde, et, ce qui importe 
surtout dans la démonstration qui va suivre, les péles des deux 
fonctions sont les mémes avec les mémes ordres de multiplicité; 
ce sont les nombres s, qui tous sont des pdles doubles pour les 
deux fonctions; aux environs du pdle o, la fonction pu — pase 
présente sous la forme 


I - 
a £4); 


Wun autre cété, le produit (a + uw)¢(a — uw) est le produit des 
deux séries 


u 2 u> UA 
Ca—-ca+—oa-s.. 
I ie 
les premiers termes de son développement suivant les puissances 
de uw sont donc 


o2a— u2(o2a—Cac"a)+...; 


dailleurs le développement de o? uu commence par un terme en w?, 
avec le coefficient un, puisque celui de ou commence par le 
terme w: ona donc, dans le voisinage du pdle o, 


o(a+u)c(a—u)_ 1 ; 
o2ac2u pe 


par conséquent, la différence 


o(a+u)o(a—u) 
er a a Sa Gu 


est réguliére aux environs du point 0; comme c’est une fonction 
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doublement périodique, qui admet pour période lun quelconque 
des nombres s, qui ne peut pas avoir d’autres poles que ces nom- 
bres, et que tout se passe autour de ces points comme autour du 
point o, il est clair quelle est réguliére en tout point a distance 
finie; c’est donc, en vertu du théoréme fondamental de Liouville, 
une constante, et cette constante est nulle, comme on s’en assure 
en supposant u = a; on a donc 


o(uU+a)o(u—a@), 
oucta 4 


(VII, ) pu—pa= 
c’est la premiére relation que nous. voulions établir. 


95. Elle montre tout @’abord que l’équation 
pu—pa=o 
’ ) : Aiea . 
n’admet pas d’autres solutions que celles des équations 
o(uU+a)=0, o(u—a)=0, 
c’est-a-dire que les valeurs de uw données par la formule 
U=Ha+sH=HA+2MW,+ 2233 


on déduit de Ja sans peine une seconde démonstration de ce que 
21, 2W3 constituent un couple de périodes primitives pour la 
fonction doublement périodique pu. 

Remarquons encore que les trois nombres pw,, pws, Pws, qui 
joueront dans la théorie un réle essentiel et que nous désignerons 
respectivement par @, 2, €3, sont différents; si l’on avait, par 
exemple, 

PO1 = Pe, 
on devrait avoir 
Ew, =w,+ 03 (modd. 2, 203); 


or ces congruences entrainent toutes deux la suivante 


w3=0 (modd. 201, 203), 


qui est impossible. 


96. La relation (VII,) conduit immédiatement a unc relation 
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trés importante, qui résulte de l’identité évidente 
(Bee CU eN eaCA (D228 yee Ck i (Dee Chere. 


En désignant par a, b, c, uw des nombres quelconques dont nous 
supposerons d’abord qu’aucun n’est congru a zéro modulis 20, 
203 et en posant 


IN = Gi 1} == 0). C9, De TOW, 


on a 
(pu—pa)(pb—pce)+(pu—pb)(pe—pa) 
+(pu—pce)(pa—pb)=o. 
En remplacant les quantités pu — pa, pb — pe, ... par 
c(ut+ta)o(u—a) o(b+cjc7(b—c) 
= S2UG2a Lee 026 o2¢ ; 


et multiphant par o?uo?ao?bo?c, il vient 


c(u+a)c7(u—a)o(b+c)c¢(b—c) 
(VII, ) “+ o(ut+b)c(u—b)o¢(c+a)c(c—a) 
+o¢(u+c)c(u—c)c(a+b)¢(a—b)=0. 


Le premier membre de cette égalité, étant évidemment une 
fonction continue des quantités u, a, b, ¢ et restant nul lors- 
que quelqu’une de ces quantités s’approche de l’un des nom- 
bres congrus 4 zéro modulis2w,, 23, est nécessairement nul 
encore lorsqu’on atteint cette limite. L’égalité (VII,) a donc leu, 
quels que soient les nombres wu, a, , ¢. 

Cette belle identité offre ceci de remarquable qu’elle caracté- 

I I 
rise la fonction du; d’une facon plus précise, il n’existe pas 
d’autre fonction transcendante entiére que la fonction ¢u dont 
la dérivée se réduise 4 1 pour w= 0 et qui jouisse de la propriété 

quits EOP 
qu’exprime l’égalité (VII,); nous renverrons pour la démonstra- 
tion de ce théoréme, dont nous ne ferons pas usage, au Z7’raité 
) ge; 

des fonctions elliptiques de Halphen, t. I, p. 187. 


97. En prenant la dérivée logarithmique des deux membres de 
la formule (VII,), successivement par rapport a wu et par rapport 
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a a, on obtient les relations 


‘oh 
Ps Ua u)— tau) 2b, 
PE =a tw) + tau) ata, 


qui, par addition et soustraction, donnent 


“Uy se Fe! 
reat SS PG S= Ch) — NCH SE IEC, 


formule que l’on écrit habituellement 


Il pupzpa 
+a)= - ft 
(VII; ) Ce Pe) ae pu—pa’ 


et qui porte le nom de formule d’addition de la fonction ¢. On 
a, en particulier, 
I piu 
Ut Wy) = CULL A, + - —————.- 
C( Wa) =F Na 2 pu—po, 
En prenant la dérivée, par rapport au, de la relation (VII; ), on 
obtient de méme la formule d’addition relative ala fonction pu 


| | id [pws pa 
1g) = pw — : 
(VII; bcs) p(uta)y=pu 2 lee | 


Dans ces formules, les signes supérieurs se correspondent. 


98. Nous allons encore déduire de la relation (VII, ) une relation 
entre pu et sa dérivée p'u, qui nous aménera, dans un instant, a 
ce fait capital que la fonction pw vérifie une équation différen- 
tielle trés simple du premier ordre. 


On peut écrire la relation (VII, ) 


pu—pa_ = e(u+a) o(u—a), 


ua usa u—a ”’ 


en faisant tendre wu vers @ et passant a la limite pour vu=a, ona 


donc, quel que soil a, 


gies o(2a) 
Rigg oa 
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Or la formule (II,), si l’on y remplace w par 2u, devient 


() u 1 u? 
S u oe 3 
o(2u) —2Uu | — ——___ J e720), + nW, 2 (mw, +7nWs) 
MW, + 203 


groupons les facteurs oi m, n sont pairs, ceux ol m est impair 


et n pair, ceux ol m est pair et m impair, ceux ol m et n sont 
impairs; en tenant compte de la formule (V,), qui donne, pour 
a= Ous 

vs 


Z Uu u ree 2 o( ) 3 u? 
\ | (:- —z) es—Waq 2 (s—Wa)? ) — SRE esa) Bai Load rho 


S— Og TW 

Ss 
et en tenant compte aussi de la relation 7, -+ 72+ 3 = 0, nous 
obtiendrons, pour la valeur de ¢(2u), Vexpression 


ey 


_ o(U+M) S(U+02) S(U+03) “(po.tpor+po,) 
20U e2 j 


omy) TW, TW3 


On a donc 


‘ 2 
C(wj+U) F(W2+ U) F(W3+ U) “(po,+po:t+pos) 


pu=—2 
CW, ou TW, TU TW35U 


et, par suite, en changeant w en — uw et en remarquant que les 
fonctions ¢ et p’ sont impaires, 


ee o(0,— U) F(M_2—U) F(W3— U) gy POrtPOr+ por) 
d —— 2 . 


TW, TU TW. TU TW3 TU 


En multipliant ces deux égalités Pune par Vautre et en tenant 
compte de l’égalité (VII,) pour a = w,, on a enfin 


p2u = 4(pu— po) (pu — pw.) (pu — pus) e POrtPOr+Ps), 


Mais les deux fonctions pu et p'u sont doublement périodiques 
et admettent le couple de périodes (2,, 203). La fonction trans- 


cendante enliére 
el (POr+FP Ws +P Ws! 


doit donc étre aussi doublement périodique d’aprés Végalité pré- 
cédente; elle ne peut donc étre qu’une constante, comme on le 
voit directement ou comme il résulte du théoréme fondamental 
de Liouville. Or ceci exige que l’on ait 


PWi + PW2+ PW; =O 
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Ainsi la fonction pu et sa dérivée pu sont liées par la relation 
(VIs) pu = 4(pu— po) (pu — pos) (pu — pos). 
Nous en concluons, en posant 
(VIL,) PwWa = Ca, €, + Co + €3= 0, 


que la fonction de u, y= pu, est une intégrale particuliére de 
l’équation différentielle du premier ordre 


(FZ) =4y—anly—ay(y =e) 


dont Vintégrale générale est donc y= p(u + ¢), otc est une con- 
stante arbitraire. Kn prenant pour 


V4(¥ —e1) (¥ — €2) (¥ — es) 


celle des deux déterminations de cette racine qui est égale a 
— p/u, nous voyons aussi que les deux variables u et y= pu 
sont liées par la relation 


z dy 
“= ®) 
i V4(y — 1) (¥ — €2) (¥ — @s) 


Car, pour == 0, Ona y == oo; 


99. Avant de passer 4 un autre objet, nous allons encore dé- 
duire quelques conséquences essentielles de léquation différen- 
uielle du premier ordre a laquelle satisfait pw. 

Et d’abord on peut écrire cette équation différentielle 


p2u = 4pu + 4( és €3 + €3€1 + €1€2) PU — fey en @3. 


Remplacons dans les deux membres pw et p'w par leurs dévelop- 
pements en séries donnés par les formules (IV;) et (IV,), que 
Pon peut écrire 


I 
pus — + C2U?+ cgutt...+¢pur—2+,.. 
u2 : : 


2 : 
pu=— =) +- 2CgU + 4c3u +...+ (27 —2) cpurr-3+,.., 
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en posant, pour abréger (IV;), 


On aura alors 


aiseae HCA ees 

p a6 Fr ge a 
4 8 Cs 

19 2 

D4 SS — 9 H 

pu a ; 16¢3-+...3 


donc, en égalant, dans les deux membres de Péquation différen- 


I 


tielle, les coefficients de “a et les termes indépendants de wu, on 


obtient les deux relations 


— 8¢C, = 12¢C, + 4(@2@3-+ é€3€;—-+ €1€2), 


— 16¢3 = 1263 — 4€1€2€3, 


d’ot Von déduit 


() 1 
Asie A Pt el = 5 
4 st 
Ss 
a = 83 ed (‘) I 
2 ae matte == 30) eae 
By 


ce qui permet d’écrire |’équation différentielle sous la forme (') 


(VII, ) p2u = 4piu — gopu— g3- 


100. En prenant les dérivées par rapport a wu et en divisant par 
pu, on tire de cette équation 


(VII-) 2p'u =12p2u— go. 


(1) Comparez EIsrnsTEIN, loc. cit., p. 285. Les formules (5) et (6) sont iden- 
tiques 4 nos formules (VII,) et (VII,). Kronecker a proposé récemment, pour 
honorer la mémoire d’Eisenstein, d’écrire en(u) au lieu de pu, le symbole en 
étant formé au moyen de la premiére et de la derniére lettre d’Eisenstein. Nous 
conserverons la notation de M. Weierstrass, qui a fait connaitre le réle et la 
place de la fonction pw dans la théorie des fonctions elliptiques : cette notation, 
d’ailleurs, est aujourd’hui universellement adoptée. 
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En prenant les dérivées encore une fois, on a 
(VIIs ) i), S120 50) We, 


et on peut continuer ainsi et obtenir, en tenant compte chaque 
fois des équations précédentes, les dérivées successives de pu en 
fonction de pu et de p'u. On apercoit sans peine que ces fonc- 
tions sont rationnelles entiéres en pu et p'w; on peut méme mon- 
trer que les dérivées d’ordre pair de pu sont des fonctions ra- 
tionnelles entiéres de pu seulement et que les dérivées d’ordre 
impair de pu sont égales au produit de p/w par une fonction ra- 
tionnelle entiére de pu seulement. . 

Ce résultat, en effet, se vérifie de suite sur les formules précé- 
dentes pour les dérivées seconde et troisiéme; il se démontre 
ensuite par induction, sans aucune difficulté. 


101. L’équation (VH,) permet d’obtenir sans peine, par des 


calculs successifs, les coefficients c,, Cs, ..., Cr, -.. au moyen des 
deux coefficients 
- a. 
C2 ie a2 > C3 == BLS 
20 2¢ 


En remplacant, en effet, p"w et p?u par leurs développements en 
série, on trouve, aprés quelques réductions faciles, en égalant 
dans les deux membres les coefficients de u2’~*, la relation 


i=r—2 


(r—3)(2r+i1)¢,=3 » Cr Cras (AS Is B55 3.00) 


t= 2 


On reconnait en particulier que, comme on l’avait annoncé au 
commencement, tous ces coefficients sont des fonctions entiéres 
a coefficients rauonnels de gy et de gy et que, par conséquent, 
toutes les sommes telles que 


ott” est un entier plus grand que 3, s’expriment par des fonctions 
entiéres, a coefficients rationnels, au moyen des sommes 


") 4 (Wy 
Doe at 
s 


s 
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Lorsqu’on se donne w,, w3, ces deux derniéres sommes, ou, ce 
qui revient au méme, les quantités g» et gs sont déterminées 
sans ambiguité. 

Nous montrerons plus tard que, inversement, si l’on se donne 
les quantités g» et gz, telles toutefois que les racines e,, e2, e3 de 
Véquation 

Oe CY) 


soient différentes, c’est-a-dire telles que le discriminant 


I : 
G= 76 (82 — 2783) = (€2—€3)? (€3 — €1)2 (€1 — €2)? 


de cette équation du troisiéme degré soit différent de zéro, il 
existe deux nombres w, et w3 qui vérifient les équations (IV; ) 


C4 (Vy 
200 na oD"s 


Ss Ss 


et tels que le coefficient de z dans le rapport a soit différent de 
1 


zéro (et méme positif). La fonction pu, formée avec ces quantités 
24, 2W3, satisfera manifestement a l’équation différentielle (VII,); 
elle sera, dans le voisinage du point zéro, représentée par une 
série de la forme 


il 
— + ¢,U?+ c3uUt+..., 
U2 


et, comme on vient de vérifier que les coefficients, c2, c3, ..., 
Cr, ++. sont entiérement déterminés par g» et g3, on voit que 
ces coefficients gy et g 3 déterminent sans ambiguité la fonction 
pu, bien que, a la vérité, les équations (1V;) admettent une infi- 
nité de solutions ,, 3. 


Cette remarque justifie la notation 


P(4U; 8a) §3) 


pour représenter la fonction ainsi déterminée. La fonction Gv 
est d’ailleurs entiérement déterminée dans les mémes conditions, 
puisqu’on doit avoir, dans le voisinage du point zéro, 
I C2 
u=—-——> U3 
¢ u 3 
T. et M. —I. 1m) 
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Enfin la fonction ¢u est aussi déterminée sans ambiguité par les 


conditions 


1 dou 
ety, 20) =o, 
ou du 
d’ot l’on tire successivement 
eee | Co uk c3 us 
ogou= logu — ihe 
© -) 12 30 : 
o rs 2 
GU See ee ee ee ‘ 
240 840 161280 


en sorte que l’on pourra employer les notations 
C(U; 8a Ss), F(U; Sr, Ss) 


pour représenter sans ambiguité ces fonctions. 


102. Les équations d’homogénéité (II) prennent une forme un 
peu différente avec ces nouvelles notations. En effet, quand on mul- 
tiplie w, et w; para, les nombres gy et g3, en vertu de leurs défini- 


. é = . I iT 
tions (IV;), sont multipliés respectivement par => —.: on aura 


ak” 6 
donc 
S2 §3 
(1) @ (au: ae =) = 40 (U; $2, 83); 
§2 §3 J F 
(VII) (X) ¢ (au; 2, B) = 6 (YS 82 &3)) 


o> o I 
‘ 10 2 O13: ae ae 
(3) p(aus a a) = 51 Plu; 82, &3)- 


On observera que cette derniére relation se lit en quelque sorte 
sur ’équation différentielle 


p2u=4psu— expu— g3. 


§2 §3 
=e OI Nels eh x! 
ae 6 


doit en effet vérifier ’équation différentielle 


> 72 2 , 
dp |" J lohen eae er hee es 
d(au) a? \ du es cae as 


La fonction 


ou 


LO 

(eZ = 4(¥9)8— §2(@o) — gs, 
qui s’obtient en changeant dans (VII,) pu en «20; ces deux 
fonctions doivent done étre identiques, puisque, dans le voisinage 
du point zéro, leurs développements suivant les puissances de u 


doivent commencer tous deux par un terme en — 

103. La méthode précédemment exposée nous fournit le moyen 
d’avoir autant de termes que l’on veut dans les développements 
de cu, Cu — = pu —— en séries entiéres en w, chacun de ces 
termes étant exprimé en fonction entiére de gy et de gs. Il est 
utile d’avoir les premiers termes de ces développements, dont on 
yverra plus tard usage fréquent. Nous transcrivons ci-dessous ces 
premiers termes 


f Chae 82U &3ul g2ud : 
i)" erie we ae rae Sas IBC 
Es.  Peasiadiagh Daa ty A 
1 22u3 3° eeu 
thon eg ey, Se 
u D230 MP sOoly Modo S55) 
I Bou? £3u* us 
(D)y Wh Se se SSS Si SS a 
u Oy 15) IS Dg roOe 


On rappelle que les deux derniers développements ne sont con- 
vergents qu’aux environs du point zéro. 
Le lecteur rapprochera naturellement ces formules des for- 


mules (IV). 


III. — Représentation de ow par un produit infini 
a simple entrée. 


104. Nous allons maintenant reprendre I’étude directe de la 
fonction ¢u et chercher a transformer le produit infini 4 double 
entrée, qui définit ow, en produits infinis a simple entrée. 

Supposons n différent de zéro et désignons par P,, le produit 
de tous les facteurs primaires de ow pour lesquels nm a la méme 
valeur. Un de ces facteurs 
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ol $= 2Mo,+ 2Nwz;, est le produit des deux quantités 


or les deux produits infinis que on obtient en prenant respecti- 
vement pour facteurs ces deux quantités, o& m prend toutes les 
valeurs entiéres de —o a +, sont évidemment conyergents. 


Le premier produit 


W@aprés la formule (I,), ot Von remplace w par el @ par 
204 


JUW3 r \ 
» est égal a 
t 
No) 3— U 
sin Tw : u 70) 5 
2g 204 On: 
: TtLW3 
sin Tt 
O04 


Le second est égal 4 une puissance de e dont Pexposant est 


m=-- 0 
u? SS I 
8 w? Nw; \2” 
(ey \\ mae 
\ oa 
quantité qui, en raison de la formule (I;), est égale a 
TU I 
Shane Nw; 
‘sin? 


On aura donc 


‘ a Tt no) 22 
sint pk a ve Foner we ane 3 a : @ 
ee re eee 
201 5 oO aren amen 
Pr = SSS ae Wy, . 
; NWs 
sin Tt 
Wy 


1] reste a effectuer le produit des facteurs primaires ol rm = 0. 


(1) uu 2 
y= I — as Erm, orang | 
{ ; | 2M} | 


Ce produit 
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est égal au produit des deux produits convergents 


et 


Y > By 2 
©) 87722 Wt 8W i a me 3 
é == 2 \ ; 


me 


d’ailleurs (n° 69) 


ca ' 2 
—- =—9 —S{ «= — —_ 
> m2 > m? See 
m2 Tih 
done 
u 
sin Tv — 722 
pe ate 24 Soe 
u 
Tv 
2 )4 
Ainsi 


soe Ee : ') 
DON eh EO u ( 
cu = ——e™* 1 sint { | Pp, 
“ie 20)4 


ou P, est supposé remplacé par sa valeur établie plus haut. Cette 
formule, ayant été obtenue uniquement en groupant les facteurs 
du produit infini qui définit ow, est valable quel que soit w; le 
produit infini a simple entrée est absolument convergent et l’on 
peut en prendre la dérivée logarithmique. 

Comme la dérivée Jogarithmique de P, est 


Cette derniere formule aurait pu étre déduite trés aisément de la 
formule (II,) en groupant ensemble les termes qui correspondent 
a une méme valeur de n. On peut prendre la dérivée de la série 


182 CALCUL DIFFERENTIEL. 


qui figure au second membre, terme par terme. Si donc on pose 


R AQ» 7 T 7 i 
=—_— = P) 
du MO? uU— 2Nws Oy? nw 
sin? 7 ———_—- sin? ~ —— 
2W, Wi 
on aura 
Iw? 1 2 T O 
Oi . Rn 
TC): eee) ee u 
sin? 7 Bs 
204 


On parviendrait d’ailleurs 4 cette derniére formule par un grou- 
Pp 

Oe 
pement convenable des termes dans le second membre de l’équa- 


tion (II,). 


105. Ces formules se simplifient; cela résulte de ce que la série 


n sin? ~ ——= 
cl 
W3 . . . 
est convergente, parce que le rapport on esl imaginaire. 
1 


Si, en effet, @ et b sont des nombres réels dont le dernier n’est 


pas nul, on a 
eit e—b__ e—iaeb 


sin(a + br) = aE : 


donc, puisque les valeurs absolues des quantités 


eta e—b e—ia eb 
rae 20 
sont 
Feb, ee 
2 2 


et que la valeur absolue d’une somme de deux termes est plus 


grande que la différence des valeurs absolues de ces termes, 
bee ee 6-8 
° 6 ahs . e°?—eé . One . CAG 
|sin(a@-+ br) | est supérieure a eae! b est positif, a — ——— 
si b est négatif; on a donc toujours 


3 
j sin(a + bt) | > a +...| > [6]. 


BY 


1.2.9 


Si done on désigne par @ la valeur absolue du coefficient de 7 
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dans 
T Ws 
ree J 
O41 
on aura 
I I 
; Nw; n2 B2? 
sin? x —— 
Ww, | 


et, par conséquent, la série considérée est absolument conver- 
gente. 


106. Ceci posé, considérons la valeur de ou. Puisque P, est le 
produit des deux quantités 


: 2nNnW3 — Uu Tu? 1 
sin 7 ———___ Lae: 
204 AE cot mes 801 sina 3 
E20 @, 3 e OO, 
D 1tW3 
sint 
Wy 


et que le produit infini 


Tu? 1 T2107 YI’) i 


NOs 


oF ee yr! 5 
VW) 804 sina 22 Bn TS ine Se 
é On T= e on 


n 


est absolument convergent et n’a pas une valeur nulle, il faut que 
le produit infini 


2NW3—U 


cn ————— TT () 
) 204 ar cot —= 
eM: oO; 
. 7UW3 
n SInT 
Wy 


soit lui-méme convergent et égal a 


CER ea. 


aS sw? el NW (1) 
a 


e 4 al ne 


Si d’ailleurs, dans ce produit infini, on groupe ensemble les 
termes pour lesquels na des valeurs égales et de signes contraires 
et si l’on tient compte de Videntité 

2TUWO3—U ., —— D7 igi —— Ue, 


5 a u Ay = LOD 
sin 7% ——_———_ sin? ——————- = sin?t sin*7 ? 
2W4 2W1 204 Wy 


184 CALCUL DIFFERENTIEL. 


on voit qu’il prend la forme 


Cees u 
ar sin2 7 —— 
2,4 

f f ee 
eeetey U3 

m=4 sin? ™ ——— 
Wy 


ot le caractére de convergence absolue est manifeste, puisque la 
série 
nu—=on 


I 


é VWs 
Dea SNe Ge 
Oy 
est absolument convergente. 
On a donc finalement 
nue n= sin? 
1) TU 204 
(X,) Cie e281 — — sin I— ? 
2W4 Dah) D3 
re sin? 7~ —— 
4i 
ot! ’on a posé, pour abréger 
p > | ger, 
nu—o@ 
2 I I 
XxX = ie ae 
(Xe) ae 20, | 6 : NW; 
Tia sin? t 
1 


Le lecteur rapprochera naturellement la formule qu’on vient 


de trouver pour ow de la formule d’Euler qui donne sinx sous 
forme de produit infini. 


On aura de méme 


e ') 
1U ™ TU T aN U—2NWs3 Nws 
OS) Cu = al t cot cot m ————- + cot tm ’ 
Wy 2W, 204 2W, 2W; Wy 
n 
4 ™2 I 
(X3;) pu=— — + — aa 
1 4wj . 5 U—2NW3 
A sng 
2W4 


Si, dans l’avant-derniére formule, on fait w= w,, on trouve 
Co, = 1, 


en remarquant que, pour deux indices nr égaux et de signes con- 


; ") ; 
traires, les termes sous le signe » sont alors égaux et de signes 
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contraires. Ceci montre que Ja quantité 7,, définie par la for- 
mule (X,), est bien la méme que celle que l’on a définie plus haut 


par la formule (VI,). 


107. On peut, dans les formules (X), échanger w, et 3, ce 
qui reviendrait d’ailleurs 4 grouper, dans le produit infini ou les 
séries qui ont servi de définition primitive, les facteurs ou les 
termes pour lesquels m est le méme; 7, doit alors étre remplacé 
par 


nru=o 


1 T I 


(Xs) Uy oy 


(3 


n=1 Sin?t 


Les formules (VI), relatives aux changements que produit dans 
les fonctions ou, Cu, pu laddition de 2m, ou 203 a Vargument, 
ont été obtenues dans le n° 98 par une voie détournée; il importe 
de remarquer qu’elles se lisent en quelque sorte directement sur 
les formes (X) données a ces fonctions et sur celles qui s’en dé- 
duisent en changeant w, en 3, en sorte qu’un groupement, d’ail- 
leurs bien naturel, des facteurs primaires de ou met en évidence 
ces propriétés fondamentales. 


108. Si, dans la formule (X.), on fait w= ws, on trouve 


2 


41,3 T TWs3 Tv 
13 = - cot ~ A, 
Wy 201 204 20,4 


en posant, pour abréger, 


() 
=) 
nr 


I2==0. 
TW3 TWs . 
= > cot —— (I+ 27) + cot— (i1— 27) 
2W1 2W4 


2 


? 


TW3 TW3 
cot —— (I — 2n)+ cot —_2n 
2W4 24 


’ 


la seconde valeur de A s’obtient, en effet, en prenant la demi- 
somme de la premiére et de celle qu’on en déduit en y changeant 


nen —7. 
On a d’ailleurs, comme on le voit en faisant lasomme des 2 


186 CALCUL DIFFERENTIEL. 


premiers termes dans la seconde expression, 


: TO: \ TWs 
A = lim | cot — (1+ 22) — cot . 
mao 2W4 2Wy, 


Or si, en désignant par a et 6 des nombres réels, on suppose 


TW; ; 
——" =a+t bi, 
2W, 


on aura, /’ étant un entier positif, 


. eat e—-hb__ e—hai ehb 
coth(a+ bt) = 


ehai e—hb — e—hai ehb’ 


et il est manifeste que, lorsque  augmente indéfiniment par va- 
leurs positives, le second membre tend vers — Zz ou vers + 17, se- 
lon que 6 est positif ou négatif; on a donc, suivant les cas, 


< TW3 
A =zit— cot —— 
nai 2W4 


et, par suite, comme on l’avait annoncé (n° 92), 


(Xe) 13 — 430, == 


wla 


wo Aa : 3 
— est positive ou négative. 


suivant que la partie réelle de 
04 


109. Nous nous servirons de la formule (X3) pour vérifier di- 
rectement lidentité démontrée déja au n° 104 
pw; + PpWe+ pws =O, 
que l’on retrouvera encore plus tard par une autre yoie. 
On trouve de suite 


PW1 + PW2+7 PW3 


3% 2 i I 
=> — — + 5 ————. 4+ 
On 4w? ers >: TW3 


n COS? — n $in?(27m--1) —— 
Wy 20, 


if 


TW3 
n COS?(2N +1) —— 
2Wy, 
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Les deux derniéres sommes prises ensemble donnent 


I 4 
; , : TW : TW 
n sin2( oN 1)" C084 27) = 1) = ere aes 
24 204 on 


D’un autre cété, écrivons la formule (X,) sous la forme 


wm Ty ”) I 


<9 
5 sin? n 


si nous observons qu’on a, en séparant les termes ow 7 est pair 
de ceux ot n est impair, 


[Se 
TW, ; TW; . TW3 
n— 5 sin22 
4 


De By y = y sin?(2v-+1) a 
1 1 
et que, a cause de Videntité 
I I I I 
oe OE: ai a 4 >, 73 
sin?2y—— sin? y —= cos2y —— 
004 04 1 


) I I ) I T 
Be OG ie Tw Tw 
A : ° 1) » Oo 8 
y sin?ov —— ii 5 sin?y—— er coss 
Wy Wy Wy 
ma ee ; : () I 
il vient, en remplacant dans l’expression de art mul- 
Ae) 


ee SITZ7) 


Wy 
tipliant par 4 et réunissant les deux séries a termes identiques, 


) I I I 
I-+3 . = » + 4 . SS a 
F TW3 TW 3 TW 


a sin? n — n COS? 7 — n sin?(2n-+1) 
O)4 Wy 4 
donc 
7 i I ze 4 I 
Bs go, | 3 MS 5, TW 3 an TW 
n COS? 7 — n $in?(27-- 1) —— 
Wy O04 


En substituant cette valeur de 7, dans l’expression trouvée plus 
haut pour pw,-+ pw2+ pws, on voit de suite que cette somme 
est nulle. 
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IV. — Les cofonctions o,u, o,u, o3u. 


110. A la fonction eu, il convient, pour la commodité des no- 
tations, d’adjoindre trois autres fonclions ¢,u, d2u, ¢3;u qui 
jouent, par rapport a ow, le réle que le cosinus joue par rapport 
au sinus. 

En désignant par « l'un quelconque des trois nombres 1, 2, 3, 
nous poserons (') 


Chats (U+Wy,)  eNuXa(We— U) 


(XI, ) Cyt) — Sate sas 


Ces fonctions sont définies de maniére que toutes trois se ré- 
duisent 4 1 pour wo. Elles sont toutes trois des fonctions 
paires; les égalités 


ene o (u = Wo) = ena J (Wy — u), 


qui mettent ce fait en évidence, résultent immédiatement des 


(*) Dans ses recherches fondamentales sur les fonctions elliptiques, M. Her- 
mite a désigné des fonctions admettant les mémes zéros que les trois cofonctions 
¢,u, en affectant d’un indice double la fonction qu’il considére. Cette notation, 
qui offre, elle aussi, de grands avantages, a été appliquée par M. Klein a la fonc- 
tion cu (Abhandlungen der koniglichen sadchsischen Gesellschaft der Wis- 
senschaften, t. XIII; 1885). Voyez aussi les Vorlesungen tiber die Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen du méme auteur. Il convient de préyenir le lecteur 
qui voudra lire les beaux travaux de M.Klein que les quantités qu’il désigne par w,, 
®,, ,, 7, sont celles que nous désignons par 2w,, 20,, 2,, 27,- 

On passe des fonctions o,,u, 0,,u, 7,,u, 7,,u de M. Klein aux fonctions xu, 
v,uU, 7,u, 7,u de M. Weierstrass a l’aide des relations 
To, (&) - o,, (&) — F1(u) 


) vu= tt, o,U 


Se) iy 2 ENOE, 
%, (0) 49 (tt) 


cu 
s I é ,, (0) 


Inversement, dans nos notations, on a, en désignant par d, p, soit 0, soit 1, 


— 
2 


Ponts (1 


774, (u) = e v(uU— Aw, — pw,). 


Dans son excellent Ouvrage, Elliptische Funktionen und algebraische Zah- 
len, M. Weber conserve la notation «uw et adopte des notations a double indice 
pour les trois cofonctions de M. Weierstrass elles-mémes. Ses trois fonctions 

CANCE CRN UL MMGIMILE 


10 


sont les trois fonctions 7,u, 7,u, 7,u prises dans le méme ordre. 
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égalités 


o(U+ 2Wy) =— E2MaU+Od FU, 


en y remplacant wu par wu — wy et en se rappelant que la fonction 
Ou est impaire. 


Les dérivées logarithmiques de ces trois fonctions, que nous 
désignerons par (,(w), sont des fonctions impaires et s’annulent 
pour u=o. Elles peuvent étre définies par les formules 


(XI, ) Cyt = C(U+ Wy) — Hy (ete 3): 


Les dérivées des fonctions €,(w), changées de signe, ne sont 
autre chose que les fonctions 


P(U+ Wy). 


On montrera tout a l’heure que p(w + w,) s’exprime rationnelle- 
ment au moyen de pu. 


111. Nous allons d’abord, par quelques exemples, montrer 
Putilité de ces notations. 


Envisageons, par exemple, l’expression trouvée pour ¢(2w) au 
n° 98. Elle pourra s’écrire maintenant 


(XI; ) C(2U) =2SUS,{UTZUG3U. 


De méme, l’expression obtenue dans le méme n° 98 pour plu 


peut, en tenant compte des égalités ; 
€,+ €2+ €3 =0, ikiaie Uproar ue == OF 
s écrire 
a) Pe we 
6 O1U 52U 53U O2u 
XI; bis "ut =— 2 = : 
als ) P Onl OaUL Onl otu 


De méme encore, la relation (VIJ,), pour @=w,, pourra s’é- 
crire maintenant 


o2uU 
(XI,) Pu ea? 
et nous pourrons, a l'aide de cette relation, séparer nettement les 
deux racines carrées de pu — é, et, par suite, les racines carrées 
des six différences des nombres e;, @2, €3, ce qui nous sera bien- 
tot trés utile. 
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Nous conviendrons de désigner par 


V/pu— ey 


la fonction univoque de wu 
Oyu 


ou 


En faisant vu = we dans la formule 


(XI;) Vpu— ex at a 
on a donc aussi 
oyna) 
= 2 Ee = Og 6 
(XI) Veg— eg = Tog 9 


Au moyen des relations (IV), nous pouvons trouver mainte- 
nant autant de termes que nous voudrons dans le développement 
des fonctions ¢,u en séries entiéres en uw. En extrayant la racine 
carrée de pu — é,, de maniére que la fonction ¢,u donnée par 


la formule 
OHA OU) Vpu — €y 


soit égale 4 +1 pour uw =o, on aura facilement 


. e 
XI, Ca 
7 2 


I 
7g (e2— CE Me nae 

mais on n’apercoil pas, par cette méthode, la loi de formation des 
coefficients. 


112. Nous allons maintenant développer pour les trois co- 
fonctions des formules analogues a celles que nous avons déja 
obtenues pour la fonction ¢u. Ces formules résultent immédiate- 
ment des définitions, des formules (VI,_,), (VU), (VIL), (X1,) 
et (XI,). Pour simplifier Pécriture, nous ferons, une fois pour 
toutes, la convention suivante : 

Les trois indices «, 8, y désigneront toujours les trois nombres 
entiers 1, 2, 3, pris dans un ordre quelconque, de sorte que l'un 
des trois indices a, 8, y soit 1, que l’autre soit 2 et que celui qui 
reste soit 3. Quand, dans une formule, figureront deux seule- 
ment des trois indices 2, 6, y, on pourra donner a chacun de ces 


LA FONCTION Ol ET LES FONCTIONS QUI EN DERIVENT. IOI 


deux indices une quelconque des valeurs 1, 2, 3, pourvu qu’on 
ne leur donne pas la méme valeur. Enfin quand, dans une for- 
mule, ne figurera qu’un seul des trois indices a, £, Y, il sera en- 
tendu que cet indice pourra prendre l’une quelconque des trois 
valeurs 1, 2, 3. 

Ceci posé, voici les formules annoncées, ot les signes supé- 
rieurs se correspondent ainsi que les signes inférieurs : 


0 


Ty Wy = Oo, 


(XII, ) ; TWy 
TyW2 = — ENuWg —_ ; 
P CWe 

F (U+ 2Wgq) = — e2Maluton) Su, 

Sy (U + 2Wq) = — e2MalUt+od oyu, 


Cal + 20g) = + erMlu+o”) oyu, 


(XM) ¢ o(uwt+ among + 2Mg + ArWy) 


SS (1) PP EPINEMNAMANE TL EAMNGANNIAT IY») (ULMOg+ANW A TO”) SU, 


Ty (U + 2MwWy+ 2g 2rwy) 


= (— I)Pr+rm+mn+em eriaqy+ngg+rqy) (UMW g+NWE+PW,) tai 


| C (UE We) = + CMe” Tog T gt, 
CU TB Wey Ty Wy 
UE Wy) = = eNa\Wa+w) =a Ga ee 
(Xu) ¢ a4 a) = Ride a =e 
Ly u i>) =Y/gu lad 
= = =EN2U—Jy We — e=Ns 
Tg (U = 0g) =— ana 14 —AaB Gy U = E=NG4 Gy We Ty U. 
C (uU+2Wy) = CUt+2ng, 
(XI) § Ga(u + 20%) = €nU + 2a, 
Ca (@ += 20) = Cy,u + 2783 


6 (Ue wo) = Cau = Na, 
(ONT) Ge C= = Oly i= C= Nor 


Ca(u = we) = Cyue 33 


ea = TaMaTy Oa, 


(XII) 


On WwW == ey ld) 
ena = See), = seis 


t 


—_ A 


C403 Ty Wy Fg 'Sg We 

Les formules (XII,) se déduisent de la définition des fonctions 
d,u (XI,) en supposant u=,, UW = wg et en se rappelant que 
d(2W,_) est nul, que wy est égal & —wg— wg. Parmi les for- 
mules (XII, ), la premiére résulte des formules (VI, ); la deuxiéme 
et la troisiéme s’obtiennent en remplacant dans les formules (X1,) 
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u par U-+ 2W, OUU+ 20g et en réduisant au moyen des for- 
mules (VI,); la quatriéme se déduit de la formule (VI,) en y rem- 
plagant uw par w+ 2rw, et en réduisant-au moyen de la for- 
mule (X,¢) qui montre que chacune des quantités ny og — 16 Wx 


; : TL an 
est égale & + —. En changeant dans la quatriéme formule (XII, ) 
2 


u en U+ Wg, on obtient aisément la cinquiéme. La premiére 
formule (XII;) ne différe pas de la définition des fonctions 
d,u; les premiéres expressions de o,(u-+ Wg), Gq(w-++ wg) s’en 
déduisent en changeant uw en U+ Wg, U+ Wg et réduisant au 
moyen de la premiére formule (XI],); en changeant ensuite u 
en — wu, on obtient les expressions analogues pour og(u — W«), 
Fo (u — wg). La seconde expression de o,(u + wg) se déduit de 
la premiére en tenant compte de la seconde formule (XII,); en 
remplagant, dans cette seconde expression de ¢g(u— wg), WU par wg, 
on obtient une équation qui ne différe que par les notations de la 
premiére formule (XII,), laquelle permet de ramener la premiére 
des expressions de ¢,(u tw.) a la seconde. Les autres for- 
mules (XII,) s’obtiennent en remplacant wu respectivement par wg 
et Wy dans les expressions de ¢(w+ Wa), ¢y(uU—+ we). 


113. Remarquons encore que, si nous remplacons dans |’ex- 


OD oy 


3 o ? poe es 
pression —— , obtenue dans le numéro précédent pour V/e,— eg, 
a 


0g Wg, par sa valeur tirée de (XII,), on obtient la relation 


OW, 


XII, ) Dan Oy ae 
( y Vea “8 oe TWg TW 


Sil’on compare cette formule celle qu’on en déduit en échan- 
geant les indices , on a de suite la relation 


§ 
eu — e 
(XIII, ) e€4a3—Ng0a — Vea eB 
Veg my ee 
D’ailleurs, 4 cause des formules 
Haste ie hy = 0, Wy + g + Wy = 0, 


ona 
MBO ys Ny OG SS Ny ho ha, Oa Oa Oy 
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TU 
2 


. 


et chacune de ces quantités est égale a = 


R : : W: te 
Dans le cas ot le coefficient de z dans = est positif, on a 
1 


TU 
(XIIT3 ) 73 M2— NoW3 = H103— 304 = oW, — F102 = at 


et, par conséquent, 


€3 — 65 = TY epee 
Ve1— e3 = iVe,;—e1, 
Ves, => i Opes 


Dans des applications trés fréquentes, e;, @2, €3 sont des nombres 
réels tels que l’on ait 


€1 > C2 > 633 
aussi convient-il d’écrire les relations précédentes sous la forme 
| WX Ey i es— 3, 
(XILI, ) ( Ve3— e eet VC ee, 


| Veo—€y = LV e,— eo. 


3 : . Does: , , O : 
Si le coefficient de ¢ dans — était négatif, on devrait changer ¢ 
W) 


am = 


114. Si maintenant, dans la formule (XI,), on change w en 
U + Wg, On a 
Pee ere C8(U+ Wa) , 
u W = = SE 
P 7 4 2(W+ Wy) 


or, en vertu des relations (XII;) et (XI,), le second membre 
peut s’écrire 
TB Wy TY Og ou (eg — €x) (€y— a) 


S204 720, Zu pu— ey y 

on a donc 
: (€g— €) (@y — ea) 
(XII) p(u+ Wa) = ey + ee ? 


formule qui est d’un usage fréquent dans les applications et qui 
pourrait se déduire aussi facilement du théoréme d’addition rela- 
tif 4 la fonction pu. 

T. et M. — I. 13 
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115. Les relations (XI,) mettent en évidence des relations 
algébriques entre les fonctions ¢u, ¢,U, ¢,u, ¢3;u; en effet, en 
éliminant pw entre ces relations, on trouve 


(XIV; ) TU — Fg U = (€g — ey) SU; 


parmi les relations de cette espéce, il y en a évidemment deux 
d’indépendantes. 
Signalons, comme conséquence de ces formules, la relation 


(XIVe) (ey — eg) ¢3u + (eg — ey) TAU + (eg — ey) TPU=0. 


116. Au moyen de ces mémes relations (XI,), la formule fon- 
damentale (VII, ) peut s’écrire 


o(u+a)co(u—a) , 53a CAu 
= = jh = = = 
usta P J Ta o2u 
ou 
‘ 
(XV) t(uU+a)o(u— a) = Pucza —ogusra. 


Si, dans cette derniére formule, on change a en a + wy et si l’on 
tient compte des formules (XIH;) et (XI,), on trouve 


(XVo) oy(u+a)og(u—a@)=sgus%a — (eg— 3) (€a— ey) S?uc2a; 


de méme, en changeant vw en u + wg, puis échangeant les indices 
a et 8, on trouve 


(XV3)  og(Ut+a)c%y(uU— a) = FUT — (€g— eg) Sacyu. 


Au reste, Videnuté entre les deux seconds membres des deux 
derniéres formules résulte aisément des relations entre les quatre 
fonctions o, relations qui permettraient d’ailleurs de transformer 
de diverses maniéres les formules précédentes. 

Nous joindrons de suite 4 ces formules d’autres analogues qui 
donnent les expressions des produits o(u+a)e,(u—a), 
dy(u+a)og(u— a) relatifs a deux fonctions ¢ d’indices diffé- 
rents. 

Observons d’abord que, de la formule (VIIz), on peut dé- 
duire d’autres identités analogues ot figurent les cofonctions, en 
ajoutant, par exemple, aux quantités uw, a, b, ¢ quelqu’une des 
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quantités ,, ®), 3; nous nous contenteruns d’écrire les deux 
suivantes : 


Tg(U+a)o (U—a)oy(b+c)o(b—c) 
+0,(u+b)¢ (u—b)oy(ec+a)o¢(c—a) 
+ 5,(u+c)¢ (u—c)oy(a+b)co(a—b)=0, 
Cy (U+ a) og(u— a) og(b +c) o(b—ce) 
+ Fy(u+ b) og(u — bd) Sg(C+a)c(c—a) 


+ Fy(U+¢)Fe(u —C)og(a+b)c(a—b)=0, 


dont la premiére résulte simplement de la formule (VII; ) en aug- 
mentant toutes les quantités wu, a, b, c de =, et dont la seconde 


résulte de la premiére en y remplacant w par u + Wg; apres avoir 
fait ces changements, on n’a plus qu’a réduire au moyen des for- 


mules (XII;). 

Si, maintenant, dans les relations qu’on vient d’obtenir, on 
suppose c=0, b= wg, on trouve de suite, toujours au moyen 
des formules (XII) et aprés avoir divisé par ¢,wg dwg, 


(XV,) Gy(U+a)c(U—a) = TUTyUTZaCYa— TAT ya Ogu oyu, 
oy Hg 
Fy (U + a) Og( ue — @) = Fy UFgusyacga ane Se 
cette derniére relation, si l’on tient compte de la formule (XI,), 
s’écrit définitivement 
(XV5) cy(u+ @) Tg (ul —a)=Fyu TgUSyATBa + (eg—ey) ou Cy hOaS ya. 


On obtient encore deux nouvelles formules, que nous nous dis- 
pensons d’écrire, en changeant dans (XV,) et (XV;) aen —a. 


1417. Nous allons maintenant déduire de la formule (XV; ) l’ex- 


ession de p~ et. en particulier, de p —“ qui nous sera bientdt 
pr P eS p ? J ies | 


. G u 
utile. En ME remplacant a par Ul, puis uw par me on trouve 


ee 
Cyt = 64- 85 = (ea — ¢3).6? — 6: 
a Bie 


UU »,U 
2 
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en changeant « en 8, il vient 


u _; 
Se ey 
2 


es 2U 2U a 2 
CGY = 16a S55 tee eg) o 


d’ou, en ajoutant et en retranchant, 
¢ Ggu=262 0% — 
gu + eee en 6 Be 
u 


u 
Sy& — gu = 2(€g— ey) S? 507 5 


Sans nous arréter a ce fait, que ces formules mettent en évidence 
Jes valeurs de w qui annulent ¢,u + ogu, o,u —ogu, changeons 
*dans la premiére 6 en y et divisons membre 4 membre; il viendra 


9 U 
Oyu + og u 6 = 
Cue Fy 9 Uu 
oy — 
2 
ou 
Cite v8 u 2 u ae u 
ou Cu Po La 
= ? 
On U os oyu pe 2 u 
cu ou 2 2 


ou encore, en vertu des formules (XI;), 


u 
Vpu—eg+ Vpu— eg ee aaa: 


=~) ? 


SO So Vid = ey, u 3 
Vp a+ Vi Y Pee 


—p=[Vpu—eg—vpu—ey] = (eg — ey) Vpu—ex 
— ey Vpu — eg + eg Vpu—ey; 


en multiphant par pu — eg + \/pu — ey et tenant compte de 
Pidentité 


[Vpu—eg+Vpu—ey] [Vpu—eg—Vpu —e,| = ey — €8, 


on trouve, aprés quelques réductions faciles et aprés avoir divisé 
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par €3 — ey, 


(XV) p= = pu+ Vpu— eg /pu—e 


+ /pu—ey Vpu—ey+ Vpu— eaxVpu— eg, 


et, en particulier, en supposant uv = wg, 


‘ 


a Ww ———— 
(XVI, ) p 5 = ee + Vey eg Vea— ey. 


{1 importe de remarquer que, dans ces formules, les radicaux ont 
le sens précis qui a été spécifié dans le n° 112. 


118. On obtient immédiatement les expressions de ¢,u, oo, 
33 u, décomposées en facteurs primaires, en partant de leurs défini- 
tions (XI,) et en utilisant la formule (V,). On trouve ainsi 


we pwa ( an pela! 1 } 
(XVIT,) Cyt.e? = i F (=) es—Wa eats 
s 
Ss 


— Wy 


Cette formule met en évidence les zéros des trois fonctions o, uv, 
Tol, Ost. 

En groupant les facteurs exactement comme on l’a fait pour ow 
et en effectuant des réductions toutes pareilles a celles que l’on a 
rencontrées alors, on obtient successivement quelques identités 
intéressantes. Soit d’abord «1. On remplacera partout, dans 


, : OBE. u 
le second membre de l’équation précédente, arcs ka 
me i 


alors, en appliquant les formules (I3;_,), on trouvera, pour le 
produit des facteurs ot n reste le méme, 


TI 


3 u — gn une eters 
cost | m——— Je 71 wy So? Te 
Wy 2W4 1 cos? 7™ —— 

< Le wy 


1 


Les deux facteurs mis entre crochets donnent naissance a des 
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produits infinis convergents dont le premier peut, en groupant les 
termes ou 7 a des valeurs égales et de signes contraires, et en 
tenant compte de l’identité 


cos(a— 6) cos(a+ 6) =cos?a —sin?b, 


dF =, 
S-ecrire 
za ETC Le: 
Ky sin? 
TU 204 
cos —— 1— 3 
20) 5 TNW3 
ee cos? — 
Wy, 


d’ailleurs la valeur du second s’écrit immédiatement; on a donc 
finalement . 


nru=o 
Tu? ‘al 1 
u? sw es x pan has sin? 
7TP%, TU iss GU 204 
Squlnes _= cos ——eé : ge a era 
204 TNW3 
= | S? 
4 
R ‘ 
On a de méme, pour «= 2 eta=3, 
meas u 
T2202 —1 Ww a TT 
a eee sy mpeoece Oc ike 
a 40)7 Or 
g POs ‘n=! 24 
o2U.€ é a I> D 
I 2N—I W3 
al cos?t — 
1 
n=n 
T2u2 sg ett = 6 TU a 
uw ae » Way 52 sin2 —— 
9 PMs ~n=1 = 204 
O3U.€ == 1 — ———_________ 
ki SA 27t ——T Ws 
n=1 SIN Tr, — 
ue 2 WO; 


En remplagant, dans les trois formules que nous venons d’éta- 
blir, uw par u+ 20, par exemple, en tenant compte des for- 
mules (XII,) et en comparant les nouvelles formules aux an- 
ciennes, on obtient les trois identités 


no 
7 I 
Hirt WO, po, = - I1+2 
4wy NW3 
¢ n=1-COS2 
W4 
n—o 
72 ~~ I 
(XVIT,) Hit WO; po, = 
2Wy 27T¢— Fy Ws 
n=1 COSs*T = 
Wy 
a= @ 
2 I 
Nit OW, Pw; = ? 
2W) _, 2a—I 3 
n=1 Sin?t — 
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qui permettent d’écrire comme il suit les trois formules obtenues 


= 2 3 UE 
qu? Saas sin? —— 
ice TU 2W 
(3) o,u =e: cos— 1— : ’ 
2Wy : > WW3 
n=41 (Y = 
Wy 
5 ad? 
WaT eee sin? —— 
Lo / | 2W 
(XVII) (4) ou = e2%; T l ; 
7 DOH Ny 
n=1 cos? ———— _ -—— 
D4 Wy 
Ds bay DELL . 
Nite sin2 ——~ 
: 201 
(5) o3u = E21 i ; I 
Chia 27t ——1 Ws 
| n=1 sin? 7 ——_—- — 
\ 2. Wy. 


En développant les seconds membres de ces derniéres relations 
suivant les puissances de uw, on obtiendra autant de termes que 
Yon voudra dans le développement en séries enti¢res en uw, des 
fonctions paires ¢,u, sans apercevoir toutefois la loi de formation 
des coefficients. Si l’on tient compte des trois identités précé- 
dentes, on verra par exemple, sans peine, que le coefficient de wu? 


, x e 
est égal 4 — oe de sorte que 


Tg U = ee ee 
Di 


On retombe ainsi, par une autre voie, sur le développement (XI, ) 
déja obtenu au n° 1114. 


119. Nous réunirons ici quelques remarques relatives a lho- 
mogénéité, qui nous seront utiles plus tard. 

Imaginons que l’on forme d’abord les fonctions ¢, [, p et les 
constantes jy, €, qui en dépendent, au moyen des quantités w,, 
w3, puis que l’on forme les fonctions et constantes analogues au 
moyen des quantités ' 


(XVIII, ) w, = ho, Ws = Adds, wo, = — wi — 05, 


et désignons par 74, @, les quantités analogues a Hq, ey relatives 
aux nouvelles fonctions. Cherchons comment les nouvelles fonc- 
tions et les nouvelles constantes s’expriment au moyen des an- 
clennes. 
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Les équations d’homogénéité (III) peuvent s’écrire 


W1, ws) 
01, oa), 
WW, vs). 


En faisant v= w', w= , et en se reportant aux définitions des 


o(u]w',w,)= d ¢ (+ 


(XVI, ) C(u|o,,03) = : o(¢ 


1 I 
p(w}o4,04)= op (5 


quantités 
x ey (dees, / eh , , [eke Of ee Bs 
Ny N13. Ne=—21—%3, ny JE Gy Se Sp 30 


on en conclut les relations 


(XVIII, is) Wyse, | eae 


Si maintenant on se reporte a la formule qui définit ¢,(u|w,,03), 


savoir 


cat , 
F(U+ wy | m4, 5) = eM" o(wy| 1, O§) Fa(U| w), w§), 


on en conclut, a cause des relations précédentes et en particulier 
de la relation d’homogénéité pour la fonction ¢, 


uu 


u Nay 
oy (5 + Wy | 1, vs) =€ AG(wWe | 1,03) Ko (U| wi, 0), 
el, par suite, en comparant ala formule qui définit o, (|, ws), 


(XVIII; ) Tg(U| wi, W3) = oe (F| 1,08); 


mais on a (XI,) 


Fg (wy | o4, 5) a Fg (Aw | Aw4, ws) 


Ven— Bye Sal wgws) © OF (Awa | Avy, AW; ) : 
donc 
Sa Oe(Wy | 1, W3) Ve —e 
/ hig te ie nee 8 eS — x BY 
(XVII, ) V0o Te ote AG (We| 1,03) r 


ce qui s’accorde d’ailleurs avec les résultats antérieurs. 


Ainsi les quantités _, V/e— eg sont des fonctions homogénes 
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de w,, w; et du degré —1; le rapport de deux de ces quantités 


ne dépend que de = 


120. Nous terminerons ce paragraphe en disant quelques mots 
d’un cas particulier, trés important d’ailleurs, de facon a per- 
mettre au lecteur, au moins dans ce cas, de se représenter l’en- 
semble des résultats acquis d’une facon moins abstraite. 


Wey cae one 
Supposons w, et = réels et positifs. Si l’on suppose en outre 


que la variable w soit réelle, on voit que la fonction ¢ wu est réelle. 
Cela résulte aisément de la premiére définition de ow, en grou- 
pant ensemble les facteurs pour lesquels les valeurs de s sont 
conjuguées, c’est-a-dire sont égales a 


2M, + 2NW3 et 2MW,— 2NW3; 


d’ailleurs la chose apparait nettement sur la formule (X,); la for- 
mule (X,) montre que 7, est alors réel et positif. Les fonctions 
Cu, pu sont aussi des fonctions réelles; les invariants go et 23 


sont réels ; eo est réel et négatif (X5); e, = pw,, @;—= pws sont 


des quantites réelles, puisque pu est une fonction paire; é, est 
donc aussi réelle; les formules (XVII) montrent que les fonctions 
Gy, sont aussi des fonctions réelles. 

Examinons maintenant le signe des fonctions o dans la méme 
hypothése. 

Quand w croit a partir de zéro, ou augmente d’abord, puisque 
3'(0) =13 cette fonction commence par étre positive et reste po- 
sitive tant que wn’a pas atteint le premier zéro 2, de ou; ce 
zéro est simple : donc, si w continue de grandir, ow change de 
signe. Dans lintervalle (0, 2w,), ¢u est positive; dans ]’intervalle 
(2m,, 4,), du est négative, et ainsi de suite. Pour u=o0, la 
fonction ¢, wu est égale a un; elle reste positive jusqu’a ce que u 
alteigne la valeur ,, puis elle est négative dans l’intervalle 
(w,, 30,), etc. Les fonctions ¢,u, ¢3u, qui sont égales a 1 pour 
uw == 0, restent positives pour toutes les valeurs réelles de uw, 
puisque leurs zéros sont imaginaires. 

Considérons de méme les valeurs purement imaginaires u=cw! 
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; ; : Ou j 5 ed RK 
de Pargument; la fonction — est réelle, et l’on voit de méme 
) ce ! A >* ll 2W3 
qu elle est positive quand w’ est compris dans lVintervalle ( 0, al 


négative quand wu’ est compris dans !’intervalle (ee my, lcs 
Pour ces mémes valeurs, les fonctions paires ¢,u sont réelles; si 
u' est positif et voisin de zéro, les trois functions sont positives ; 
d,u et oyu, n’ayant pas de zéros qui soient purement imaginaires, 
restent toujours positives; au contraire, ¢;% admet comme zéros 
purement imaginaires les multiples impairs de 3, en sorte que 
cette fonction est positive quand w' est compris entre zéro et ae 


7 . Il . W23 Ws 
negative quand USeSt compris entre a et 3 ot OLE 


121. Si lon se reporte aux formules (XI, ) 


——_—_ on ox SS Co: 

O3W, 2W4 23 
€; — €3 = —~ > ey — en = €3— 62 = ? 
ver exOy v : cw, v 7 W3 


on voit par ce qui précéde que \/e, — 3, V/e; — e2 sont des quan- 


lités réelles et positives; au contraire, \/e3 — é2 est une imaginaire 


pure et iy/e3 — ey est une quantité positive, puisque 62,03 est po- 


ele . . TW3 a Se . a x C ae hyn > r 
sitif ainsi que et Vé2— 3, qui est égal 4 — é\/e3— ey (XIII), 


est donc un nombre négatif. On déduit de la d’abord que les 
quantités réelles @,, @:, e; sont rangées par ordre de grandeur 
décroissante; leur somme étant nulle, la premiére est positive, la 
derniére négative. Enfin, des trois radicaux a valeur réelle 


V/é,— és, Ver es, V/e2— €3, 


les deux premiers ont la signification arithmétique, tandis 
que le troisiéme est négatif ('). 


(*) C’est la Pinconvénient du systéme de notations que nous avons adopté et 
sur lequel nous nous sommes expliqués dans la Préface. M. Weierstrass, suivi en 
cela par M. Schwarz, au lieu des quantités w,, w,, w,, avait introduit les quan- 
tités w, w', ©” = w + 0’; on fait coincider les deux notations en supposant ow =w,, 


w'=o0,, 0” =—w,, puis 7 = ,, 7’ = 4,, 7’ =—7,- Dans les Formeln und Lehr- 


sdtze de M. Schwarz, /e,—e, et \/e,—e, représentent les quantités que nous 
désignons par les mémes symboles, changeées de signe. 
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122. Considérons maintenant la fonction pu. Si wu est réel et 
un peu plus grand que zéro, pu a des valeurs positives trés 
grandes, puisque, dans les environs de wo, la différence 


I . 
pu—-— resle finie. Reportons-nous aux formules (X1), 


2 


O,UTZUSTZU 


1) =) LP =—2Vpu—e ~pu—e, /pu — e;; 


on voit que, dans l’intervalle (0, w,), p’w est négauf; pu décroit 
done de +0 a e,; si wu continue de croitre, ¢, w change de signe, 
et, dans l’intervalle (w,, 2,), pu croit de e, 4 + ; ensuite, a 
cause de la périodicité, pu reprend les mémes valeurs. Ainsi, pour 
des valeurs réelles de wv, la fonction pw reste supérieure a e,, es, 
é3, ce que, d’ailleurs, la formule (XI,) met en évidence. 

Envisageons aussi les valeurs cu’ purement imaginaires de l’ar- 
gument w; la fonction paire pu est réelle pour ces valeurs; pour 
de petites valeurs de w’, elle a des valeurs négatives trés grandes. 
La dérivée de p(iu') par rapport a w’ est dailleurs 


tet UP .0,tU' Gott’ G3 tu’ 
LDC) —=— 2.8 iw 


en désignant par p'(zu') ce que devient p'u quand on y remplace 
Cam hs I . W3 a : . ; 
u par vu’; quand wu’ est compris entre o et = les trois fonctions 


o(tu') 


@,(iu'), Gy(iu'), S3(cu’) sont positives, ainsi que 73 par 


o3(tu') 


suite, ea est négative, donc la dérivée ¢p'(iu’) de p(zu') par 


ar es Gi / is ©. O3 ah 

rapport a w’ reste positive; donc, quand w’ croit deo a a p(w) 
\ Ww . 

croit de —oo a e;. Lorsque w’ traverse la valeur % 03 (tu’) s’an- 


Sa y iy | _ We . 
nule et change de signe : donc, lorsque wu! croit de = a 2 =; p(iu’) 
t U . 


décroit de e; 4 —o. La fonction reprend ensuite périodiquement 
les mémes valeurs. 


On a dailleurs (VII,_;) 
[¢p’ (tu) ]?.= — 4[p (iw’) — er] [p( iu’) — en] [p (tu) — es] 


. . W3 
et, par suite, lorsque w’ est compris entre 0 et —> 


tp’(w') = = p(iw’) = 2y[e.— p(tu’)] lex — p (ww’)| [es— p(ew’)], 
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en attribuant au radical le sens arithmétique, puisque le premier 
membre doit étre positif. 
I] résulte de cette analyse que l’on a 


Oy, = 


te) dy af dy 
e 2V(¥y—e1)(y¥—ea)(¥—es) Ye, V4¥?—b2y — 83 


Ws ip dy iE dy 

a = le) 
t 2 2V(ei— Y) (€2—Y) (€3—Y) —~oV—(4y>— &2¥ — 83) 

les radicaux étant pris avec le sens arithméuqne. 


On a donc exprimé, dans ce cas particulier, w,;, 3; au moyen 
de 22, g3; on arésolu en quelque sorte, par rapport a w;, 3, les 
équations (IV;); mais il reste évidemment a résoudre la question 
suivante, qui se pose d’elle-méme. 

Etant données (‘) les quantités réelles go, g3, telles que l’é- 
quation 

A= 89 Jog == 0 


ait ses racines réelles, désignons ces racines, rangées par ordre 
de grandeur décroissante, par e,, @2, €3;; déterminons les quan- 
tités w,, w3; par les formules précédentes ; aura-t-on effectivement 


OF Oe. 


s s 


C’est la en effet ce quia lieu. Quoiqu’il ne soit pas difficile de 
le démontrer, nous renvoyons cette démonstration a plus tard, 
afin de pouvoir réunir ce qui concerne les différents cas. 

Observons enfin, en restant toujours dans le méme cas, et re- 
lativement a la fonction pu, que, a cause de la relation (VII,), 
qui montre que l’on a, a et b étant réels, 


c2a02b1 
o2(a— bi) o2(a+ bi)’ 


p(a— bt) —p(a+t+ bi) = 


la quantité p(a + bz) ne peut étre réelle que si le facteur 2 bz 
. . . . . W3 
est nul; ceci ne peut avoir lieu que si est un multiple de —> et, 


s'il en est ainsi, p(a-+ 02) est en effet une quantité réelle. 


(*) Jusqwici, w, et w, étaient les quantités données. 
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V. — Transformation linéaire des fonctions 7. — Substitution 
aux périodes primitives de périodes équivalentes. 


123. On a vu déja, sur de nombreux exemples, le parti que 
Lon peut urer de l’application a la fonction cw de ce théoréme : 
dans un produit infini, absolument convergent, on peut intervertir 
Vordre des facteurs et’ grouper ces facteurs comme l’on veut; 
e’est la le grand avantage des notations de M. Weierstrass sur 
celles d’Eisenstein. D’autres conséquences essentielles de cette 
proposition vont apparaitre dans ce qui suit; elles se rapportent 
aux éléments de la théorie de la transformation. 

Nous avons montré comment on pouvait construire une fonc- 
tion ¢w au moyen d’un couple de deux nombres a rapport ima- 
ginaire 20,, 203 et engendrer, au moyen de cette fonction, une 
fonction doublement périodique admettant 2,, 2w3; pour pé- 
riodes primitives; nous allons montrer (n° 125) comment il existe 
une infinité de nombres 29,, 2Q3, liés simplement 42w,, 23, au 
moyen desquels on peut engendrer les mémes fonctions ou, 
CU, spU: 

Mais voici d’abord quelques remarques et définitions qui vont 
nous servir a caractériser ces nombres 2,, 23. 

Soit, en général, F(w) une fonction univoque doublement pé- 
riodique et admettant 2,, 2W3 pour couple primitif de périodes. 

Posons 


(XIX, ) Q, = aw,+ bus, Q3 = Cw,+ dws, 
‘ 
en désignant par a, b, c, d des entiers tels que le déterminant 


&® = ad — be ne soit pas nul. On observera d’abord que, dans le 


rapport =? le coefficient de ¢ est différent de zéro et qu’il a le 
24 
i ¢ Ww: : : ‘ 
méme signe que dans le rapport Re ou le signe contraire, suivant 
1 


que ad — bc est positif ou négatif. Si l’on suppose, en effet, 


Sars mie ees 
Wy Qy 
a, 8, A, B étant réels, ona 
(ad — bc) 8B 


~ (a+ ba)?+ 6262 
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Il est clair que tout nombre de la forme 2.9, + 2¥Q3, OU p, ¥ 
sont des entiers, est une période de la fonction F(z), et il est 
clair aussi qu’un nombre, s’il peut étre mis sous cette forme, 


Q 
ne peut l’étre que d’une seule fagon (puisque le rapport a est 


imaginaire), et cela méme si l’on suppose seulement vu. et y réels. 


124. En résolvant par rapport 4 w,, w; les équations qui dé- 
finissenl Q,, Q3, on obtient 


d b 5 —¢ a 
= GQ) (OS == === 
3) 3 ® 


les quantités ,, 3; ne pourront donc étre mises sous la 
forme 20,;-+vQ3, w et vy étant entiers, que si les coefficients 
d —b —c @ 
OC: LOk eh sO 
méme du déterminant de ces coefficients, c’est-da-dire de 


» — sont entiers, et s'il en est, par conséquent, de 


ad — be ge: 
Qe ~~ O 


il faut pour cela que © soit égal a Er. 


Inversement, s'il en est ainsi, il est évident que les quantités 
204, 203 et, par sulle, toute période de la fonction F(w), pour- 
ront étre mises sous la forme 240,+ 2vQ3, p et y étant enliers. 
En d’autres termes, si l’on continue a désigner par m, n, vp, v des 
nombres seulement assujettis a étre entiers, on peut affirmer que, 
si ® est égal a +1, achaque nombre 2.9, + 2v93 correspond 
un nombre 2m, + 2n3, et un seul, qui lui est égal, a savoir 
celui pour lequel on a 


m= ap.-+ ey, n=bu-+dy, 


et que, a chaque nombre 2mw,-+ 223, correspond un nombre 
21404,-+ 2¥Q3, et un seul, savoir celui pour lequel on a 


(p= md — ne, @y =—mb-+- na. 


Lorsque ® est égala = 1, nous dirons que le couple (22), 293), 
défini par les formules précédentes, est éguivalent au couple 
(2), 23). Les deux couples sont proprement ou improprement 
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équivalents selon que © est égal 4 +1 ou A —1 ('). Nous ne 
considérerons plus tard que des couples proprement équivalents, 


; ee A ; Q w ‘ 
afin que le coefficient de ¢ ait le méme signe dans et —; mais, 


L W4 
toul d’abord, cette restriction n’est pas nécessaire. 


Il convient de remarquer que, si le déterminant 


ah Ub 


(2 cal 


est égal a £1, deux nombres a, b, c, d, pris dans une méme 
ligne ou une méme colonne, ne peuvent étre pairs simultané- 
ment. 

Il résulte de ce qui précéde que si le couple 22,, 22; est équi- 
valent (proprement ou improprement) au couple 2,, 203 et si 
Yon forme un réseau de parallélogrammes au moyen de 29), 23, 
comme on en a formé un au moyen de 2,, 23, les sommets des 
deux réseaux coincideront; nous laissons au lecteur le soin de 
montrer que les aires des deux premiers parallélogrammes des 
deux réseaux sont égales. 


125. En supposant toujours les couples (2, 293) et (2W,, 203) 
proprement ou improprement équivalents, nous allons maintenant 
montrer que les fonctions du, Cu, pu, formées au moyen du couple 
(22,, 223), sont identiques aux fonctions cu, Gu, pu, formées au 
moyen du couple (2,, 203): en d’autres termes, on a 


(2) (| Q4, 23) = o(e| wo, 3), 
(XIX) « (3)) C(u|Q1, 23) =F (u|, ws), 


(4) plu] Q1, 23) = p(w] er, 3); 


les deux derniéres égalités sont d’ailleurs des conséquences évi- 
dentes de la premiére. 

On vient de voir qu’on pouyait établir entre chaque systeme 
de nombres entiers m, m et chaque systeme de nombres enters 
uw, y une correspondance telle que, si l’on pose 


$= 27, 27s, S = 22 Q) + 2VQs, 


(*) Le lecteur reconnaitra sans peine que deux couples équivalents a un troi- 
siéme sont équivalents entre eux. 


208 CALCUL DIFFERENTIEL. 


les nombres s, s soient égaux quand les systémes (m, n) d’une 
part, (u, v) de l’autre, se correspondent et que, réciproquement, 
cette égalité n’ait lieu que dans ce cas. D’ailleurs les systémes 
= 0, ¥=0 et m= 0, n=O Se correspondent; par conséquent, 
les deux produits infinis 


) Di, Wie 
(re25 acre 
[| s \ 


et 


ne different que par l’ordre des facteurs; on a donc bien 
o(u| m4, 3) = o(u| Q1,Q3). 


Le méme raisonnement (d’ailleurs inutile) s’applique aux sé- 
ries qui représentent les fonctions Gu, pu. 


126. Les deux séries entiéres en wu (IV,), qui représentent 
d(u|W,, 3), ¢(uU]2,, @3) doivent donc étre identiques terme a 
terme; c’est d’ailleurs ce qui résulte de l’expression des coeffi- 
cients; on a, par exemple (IV;), 


I el? Ti [ i 
52 = sh? 6S ee 
x S 
et il est manifeste que la substitution des nombres s aux nombres s 
ne change pas la somme des séries qui figurent aux seconds 
membres; l’ordre des termes seul est modifié. C’est ce qui jus- 
tifie la dénomination d’invariants donnée aux nombres 25, g3. 


127. Voyons maintenant quelle modification apporte aux fonc- 
tions G,U, G2, G3U, G,u, Cow, C,u la substitution du couple de 
périodes 2,, 223 au couple de périodes 20,, 203. 

En définissant d’abord, par analogie, un nombre Q» par l’égalité 

; Q1-+ Q2+ Q3 = 0, 
el posant ensuite 
Hy = CQ; = C(au,+ bw3) = ani+ bys, 
(XX,) ¢ He = CQ. = C(— aw, — bw; — cw, — dw3) = — an, — by3— en, — A713, 


H3 = €Q3 = C(cw,+do3) =cen1, + dq3, 
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on obliendra de nouveau 
(XX,) Hy + Hy+ H3 = 0 


et 
Hy Q3 — H3Q,= (ad — be) (4103 — 731) =) Se (9103— 31), 


ot il faudra prendre le signe + ou le signe — suivant que le 
couple 22,, 23 est proprement ou improprement équivalent au 
couple primitif 2,, 23. Quoi qu’il en soit, Hy 23; — H3Q, est 


. . . vis 
donc, comme (n° 92) 7, 3; —- 43,, un multiple impair de — 


Il résulte dailleurs du n° 108 que n,ws;—730, est égal a 


TU TL : : : w pte 
7 Ou.a— = suivant que le coefficient de z dans = 6st positif 
Wy 


ou négatif. Nous avons vu, d’autre part (n° 123), que le signe du 
coefficient dez estle méme ou est opposé dans les deux rapports = 
et a suivant que le couple 29,, 223 est proprement ou impro- 
prement équivalent au couple 2,, 23. Donc, dans les deux cas, 
ona 


7 TL 
(XX3) Wy Q3— H3Q) == ae 


ot il faut prendre le signe + ou le signe —, suivant que le coef- 
3 


ficient de ¢ dans le rapport oe est posiuf ou négauif. 


128. En désignant toujours par s lune quelconque des valeurs 
2.0,+ 2¥93, ou » el vy sont deux entiers quelconques, on voit 
que le nombre 


S— Q, = (22a@+ 2ve) 0, 4+ (226 + 2vd) w3— aw,— bu; 


est congru modulis 2w,, 23 a quelqu’un des nombres s — oy, 
$ — W , $— 3; on sera dans le premier cas si @ est impair et 
pair, dans le second si @ et b sont impairs, dans le troisicme si a 
est pair et b impair. 
Supposons, pour fixer le langage, qu’on soit dans le premier 
cas. Sil’on se reporte a la formule (V,), on aura, en y remplagant 
T.et M. —I. 14 
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a par o,, 


1 1 u? 


: u2 ; ) 
Ue re || Bie it ef=0; iGaopne 
CW, SO) } 


AY 


Si, dans le second membre, on remplace s par s et w, par 2,, on 
voit de suite, par un raisonnement identique a celui du n° 124, 
que, a chaque systéme d’entiers m, nr, on peut faire correspondre 
un systéme d’entiers u,v, de maniére que les nombres s — 0, 
s—Q, soient égaux si les deux syst¢mes se correspondent et 
que, réciproquement, cette égalité n’ait leu que dans ce cas; le 
second produit infini a done la méme valeur que le premier et 


Vona 
T(U+ o, | &4, 3) wa +S p (01 | 1, 02) 
(1 | 1, &3) 
2 
_ F(U+ Q1| Q1, Qs) ety PM | Q,, Qs) 
F(Q1| Q1, Qs) : 
Mais ona 


p(ul or, 3) = p(u| Qi, Q3), 


et, dans le cas qui nous occupe, ot @ est impair et 6 pair, ona 


évidemment 
P(Q1| 1, &3) = p(w. | 1, 3) = er. 


Si donc on se reporte a la définition de la fonction o, u (n° 110), 
on voit que, dans ce cas, l’on a 


F1(U | Q1, 3) = 51 (u| 1, w3). 


D’ailleurs, comme ad — bc est égal a +1, d est, dans le cas qui 
nous occupe, nécessairement impair. 
Sic est pair, on a 


P(Q2 | Q1, 23) = P(w2 | w1, 3) = ee, 


P(Q3 | Q1, Qs) = P(ws | 1, W3) = e33 


donc, en remplagant @ par w, dans la formule (V,) et raisonnant 
comme tout aVheure, on aura 


O2(U| Q1, 23) = Fo(U| Wy, W3), 
O3(U| Q1, Q3) = F3(U| wy, 3). 
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Si, au contraire, c est impair, on a 


P( Qs | Q1, Q3) He P(ws WI, Ws ) = 63, 


P(Q3 | Q1, 23) = P(g | 1, 03) = eo, 
et lon parvient aux relations 


F2(U|.Q1, 23) = F3(U| w1, 3), 
03 (U | 21, 23) = F2(U| wy, ws). 


La méme démonsiration s’applique a tous les cas, et l’on re- 
connait que la substitution des périodes 29,, 2@3 aux périodes 
20),;, 23, Ou laisse les fonctions ¢,u, ¢2U, 03 invariables ou ne 
fait que les remplacer par les mémes fonctions rangées dans un 
autre ordre qui ne dépend que de la parité des nombres a, b,c, d, 
a savoir dans l’ordre ow il faut placer les quantités e,, e2, €3 pour 
obtenir les quantités p2,, p@z, paz. D’une facon plus explicite, 
voici le résultat auquel conduit l’examen de ces divers cas. 

Soient 


pw, = é1, pws, = é2, pw3 = @3, 


(XX, ) 


PQi =H — @), PQz—E,— ey, Pz = E3 = ey. 


On aura 
O1(U| Q1, 23) = 5 (U| 4, ws), 
(XX;5) ‘ Fo (U| Q1, 23) = y(t | 1, 3), 


o3(uU | Qi, Q3) = Sy (U | Oy, 3), 


oti A, uw, y sont les nombres enters 1, 2, 3 rangés dans un ordre 
que détermine le Tableau suivant : 


(XX,) 2 fe op ay yh Te |) ayy f) yy |) iy df 
32 i sea ay ay ae) | Gr | oie) es 
4° 1 I Leola | Wan @y | 2 eo let 
BO |) Gir an ae ae yo | Bie] os | oe) SY) yds 
| Oh lh se) Te AP NeW ks Hey | oy ey yh ag 
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Au-dessous de a, b, c, d, dans chaque ligne horizontale, sont 
les restes de la division de ces nombres par 2. Sur la méme ligne, 
au-dessous de ;, 29, @3, sont celles des quantités w,, ®2, 3, qui 
sont congrues respectivement a 2, 22, 2; modulis 2W,, 203. Sur 
la méme ligne encore, au-dessous de 4, p, vy, sont les valeurs par 
lesquelles doivent étre remplacés ces indices, tant dans 6) uv, WU, 
dyu que dans @, ey, ey; enfin, pour la commodité de ce qui suit, 
chaque ligne horizontale porte un numéro d’ordre qui permettra 
de désigner le cas correspondant. 

Il est a peine utile d’ajouter que la substitution du nouveau 
couple de périodes au couple primitif ne fait que changer les 
fonctions f,u, G,u, ¢,;u dans le méme ordre que les fonctions 
6, U, Soll, O3U. 

129. Posons (XI,) 

Vig Bx nas sates | Q1, a6) 
! J (28 | Q1, Q3) 


puisque les quantités £,, £2, F; ne sont autres que les quantités @,, 
€y, €; rangées dans un certain ordre, il est clair que les six diffé- 
rences Eg —Eq ne sont autres que les six différences eg: — eg’ 
rangées dans un ordre convenable, que l’on déterminera sans 
peine, dans chaque cas particulier, a l’aide du Tableau précédent; 
mais il importe de remarquer que si l’on a, par exemple, 


E8 = €8% Eq = €q', 


on ne peut en aucune facon affirmer que l’on a 


VBg 1 Veg — Co’, 


en adoptant pour chacun des radicaux la signification précise 
qu’exige la formule (XI); om sait seulement que l’on doit avoir 


yEg— Ky = =u Veg— Cys 


la détermination du signe qu'il faut adopter dépend de la valeur 
des restes de la division des nombres a, b, c, d par 4. Nous allons 
montrer, dans un cas particulier, comment se fait cette détermi- 
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nation, et nous réunirons tous les résultats dans un Tableau; le 
lecteur n’aura aucune peine a vérifier ces résultats. Pour éviter 


toute ambiguité, nous conserverons la notation \/rg— Fr, quand 
méme nous saurons, dans chaque cas particulier, auxquelles des 
racines @,, 2, @; sont respectivement égales les quantités EB, Ea; 
parce que, autrement, on serait amené a écrire deux fois le méme 
symbole, un radical carré portant sur une différence de deux 
des quantités e,, @2, e;, avec deux sens différents. 


Enfin, dans ce numéro, nous supposerons que le coefficient de ¢ 


w ses : R . 
dans = est positif, et que ad — bc est égal a 1; le lecteur traitera 
1 


sans peine les autres cas. Dés lors, le coefficient de z dans 2 sera 
aussi positif, en sorte que les formules (XII,) s’appliquent aussi 
bien aux quantilés \/rg — bg qu’aux quantilés \/e, — eg; en d’autres 
termes, ona 

VEs— Ep; = 1) fe Es, 


VEs— £1 =—iy/bi— £3, 


2 — EB; = u E, — Ee, 


et il suffira d’avoir les résultats pour les trois radicaux Eo — Es, 


Ei — E3, VEy'— Eo. 


Nous désignerons, pour abréger, par a’, b’, c’, d’ les quotients 
entiers de la division par 2 des nombres a, b, c, d pris de fagon 
que le reste soit toujours o ou 1; par exemple, dans le cas 2° du 
iableaul( N== 1, == 3, y—=22), on aura 


a=2a'+T, = D0, 
c=2¢c' +1, a=o2d'--1, 
et Pégalité 
ad — bec =1 


montre que l’on a 
4(a'd'—b'c') +2a'+ 2d'—2b'=0; 


par conséquent, a+ d!— D’ est pair, donc aussi a’ + d’+ 0”. 
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A chacun des cas du Tableau correspond un résultat de méme 
nature; tous ces résultats sont compris dans le Tableau suivant 
ott, en face du numéro d’ordre de chaque cas, on a placé la con- 
gruence correspondante prise suivant le module 2 


1? a+d' =0, 
De a'+ b'+d'=o0, 
ae a’+c'+d'=0, 
4° b'+c+4d'+1=0, 
oe O+ck4+1 + 0, 
6° a+ b'+c'+1 =o. 


Remarquons encore que, en vertu des formules (XII,), on a, 
quels que soient les entiers p et q, les relations 


o)(U+2pH,+2q9M3) _ 1) o1u 
C(U+ 2PM, +293) cu 
Fo(U + 2p, + 2q03) _ (— 1p OU 
T(U+ 2PH,;+ 2g W3) Si. 
73(U + 2pm,+ 293) LEBEN o3U 
F(U+2pH,+2gGW3) Cu 


Ceci posé, revenons au cas 2° que nous traitons comme 
exemple; on a alors, en convenant de ne pas écrire les demi-pé- 
riodes quand elles sont 0, ws, 


O1(u| Q1, 23) =o, 4, 
O2(uU | Q1, Q3) ==. 
o3(U | Qy, Q3) => To u, 


On aura donc 


VR 03(Q; | Q1, Q3) 05 (2a'w,+ 26'w34 4) 

ieee 13 == = ao 7 7 
F(Qy | Q1, Q3) F(2@'w, + 26'w3+ w,) 
= (— 1)a/+6! erxOnT 


ug” (— 1)" Ver— e3; 


(XX) 


puis 
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VE,— E3 = 


_ %3(Q2| Q1, Qs) 
@ (Q9 | Q1, Q3) 
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_ Go[— 2(a’+ c'-+1) ow, — 2(6'+ d') w3— 3 | 


o[— 2(a'’+ c'+1) o,— 2(6'+ da’) &3— w3 | 
= (—1)0'+b'+el+d! Ves— @, = i(—1)" 5-5 €3, 


la derni¢re égalité provenant des formules (XII,); enfin 


Fo(Q1| Q1, Q3) 


Les cing autres cas se 


T(Q4 | Q4, Q3) 


63(2a'0,+ 26'w3-+ 04) 


o(2@'w,+ 26'w3+ 0, ) 


(=1)” Vej,— 63. 


traiteront de la méme facon, et tous les 


résultats se trouvent résumés dans le Tableau suivant : la pre- 


miére colonne contient les numéros d’ordre des six cas; la se- 


conde, la troisiéme et la quatriéme colonne contiennent les va- 


leurs de V/Eo— Es, VEq ab 5 VEy at DIG 


6° 


E2 — E3 
a+c—1 
(—1) 2 Ve,—es 


c—1 


u(— 1b? V €2— €3 


d+1 


(— tr) 2 Ver— e3 


a) Sere ae 
ti(—1) 2? Vey— es 


b+d-1 


i(—1) * Ve,— es 


d+1i 


(—1)? Ver— es 


E, — Eg 
a+b-1 
(—1) 2 Ver— es 


a-i 
(C= Dey Va— €3 


2 
i(—1) 2 / Ces 


a+1 


(eer V €2— 63 


a+b-1 


u(—1) 2 Yes—e3 


CSA een 
t(—1) 2 Vege. 
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VI. — Transformation d’ordre quelconque des fonctions +. — Sub- 
stitution aux périodes primitives de périodes nouvelles liées 
linéairement aux anciennes. 


130. Nous avons montré ce que devenaient les fonctions cw, 
3,U, 2U, ¢,u quand, au lieu de les former au moyen des demi- 
périodes w,, 3, on les formait au moyen des demi-périodes 
aw, + bw, cw, + dw3;, ol. a, b,c, d sont des entiers liés par la 


relation 
C0) (Oe Se 


Il est naturel de chercher, d’une facon plus générale, quel lien 
existe entre les fonctions 


o(u| 4, Ws), Ty (U| 1, &3) (cP ATi Doesh))n 
dune part, et les fonctions 
o(uU| Q4, Q3), Ou(Uu| Q1, 23) (CESS Oy 3) 
d’autre part, lorsqu’on suppose 
Q, = an,+ bus, Q3 = cw, +dus, 


ot. a, b, c, d sont des nombres entiers assujettis seulement a cette 
' condition que le déterminant 


ad—bec=® 
ne soit pas nul, 


Le probléme peut d’ailleurs étre notablement simplifié. Nous 
prouverons en effet, dans le numéro suivant, que, si on suppose’ 
W4, 3, 24, Q3 liés par les relations qui précédent, il existe, d’une 
part, un systéme (w), w,) proprement équivalent a (w,, 3), de 
Yautre, un systéme (/, 2) proprement équivalent a (Q,, Q3), 


tels que lon ait 
25 = 10), OQ, = ates, 


i, vu. étant des nombres entiers assujettis seulement a ces deux 
conditions : 1° leur produit est égal 4 ®; 2° leur plus grand com- 
mun diviseur est le méme que celui des nombres a, 0, c, d. 

Des lors on voit que le probléme posé sera résolu si l’on sait 
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quel lien existe entre les fonctions 


o(u| ww), 05), Fg(u| w), 05) 
et les fonctions 


o(u| dw, ww), Ta (u| hw, 204), 


et ce dernier probleme se décompose lui-méme en deux : passer 
des fonctions ¢, ¢,, ¢2, %3, formées avec un systéme de demi-pé- 
riodes w,, 3, aux mémes fonctions formées avec les mémes demi- 
périodes dont l'une ou autre est multipliée par un nombre entier 
ou divisée par un nombre entier. Comme le systéme (w,, 3) 
est improprement équivalent au systéme (— o,, W3), On voit 
méme que l’on peut se borner au cas dans lequel le multiplica- 
teur (ou le diviseur) est un nombre entier positif. C’est le pro- 
bléme qui nous occupera quand nous aurons démontré le théo- 
reme annoncé. 


131. Ce théoréme, si l’on ne tient pas compte pour un moment 
des conditions imposées aux nombres }, p, revient a dire que, en 
supposant Q,, 9; définies par les relations 


(a) Q, = aw,+ bus, Q3 = cw,+ dws, 
ot. a, b, c, d sont des enters tels que 
(6) () = ad — be 


. . . . in Ss 
ne soit pas nul, il existe des nombres entiers x, 8, y, 0, 2’, 8’, y', 0! 
liés par les relations 


Cc) ad — By =1, a'6’— Bly’ =1 
et tels que les relations (a), jointes aux suivantes 


/ 


(d) jo =aor+ B os, w= 7 Wi +6 ws, 
2) = 4'Q14+ B'Qs, Q5 = y'2: + 9's, 
entrainent les relations 


(a’') ree =a Cn Qe sO 


ou , p» sont des entiers. Cela revient encore a dire qu’on peut 
. . * > / / / 
satisfaire, au moyen des nombres entiers a, 8, y, 9, a’, B’, y’, 
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6/, A, » aux relations (c), d’une part, et, de l'autre, aux relations 


( aa’ + CR = ha, ba'+ a= 8, 
lay'+cV=py, by'+ d= pO, 


(e) 


qui s’obuennent en éliminant w,, w, 2), 2, entre les relations 
; a? 
(a), (a), (a), ce qui fournit les équations 


a'(am,+ bw3) + B'(ew, + dw3) = (aw, + Bs), 


y' (aw, + bw3) + 3'(em, + dw3) = p(Yo1+ 603), 


et en écrivant ensuite que les coefficients de w,, w3; sont respecti- 
vement égaux dans les deux membres. 
Des équations (e), on déduit d’ailleurs immédiatement 


(a8 — By) Ay = (ad — be) (a''— By"), 


ce qui montre, en tenant compte des relations (c), que l’on doit 
avoir 


(f) Ayes == () 


Ceci posé, supposons d’abord que a, c soient premiers entre 
eux et choisissons deux entiers arbitraires x, y tels que l’on ait 


aAX+Cy=1; 
on tirera de la et de la premiére des équations (@) 
a(a'— haw)+c¢(8'— day) = 0, 
Wot l'on déduit sans peine qu’on doit avoir 
(g) a’ = hax+ he, B'= Kay — ha, 


h étant un entier arbitraire; ces formules fournissent d’ailleurs la 
solution la plus générale de la premiére équation (e) quand on y 
regarde a’, 8’ comme les seules inconnues. Si, dans la troisiéme 
équation (e€), on regarde de méme y’, 6’ comme les inconnues, la 


solution la plus générale de ces équations sera fournie par les 
formules 


(g) y'= pyx + ke, o'= pyy — ka, 


A étant un entier arbitraire. 


LA FONCTION Ol ET LES FONCTIONS QUI EN DERIVENT. 219 


Si Von substitue, dans la deuxiéme et la quatriéme des équa- 
tions (e), les valeurs de ¢’, 8’, y', 6’ données par les quatre for- 
mules (g), on trouyera, aprés des réductions faciles, en tenant 


compte de (/), 


(h) (B=—hp+a(be+ dy), 
(8=—hki+y(ba+dy). 


D’un autre cété, si l'on forme, au moyen des formules (2), 


Yexpression a/c’— 8/y'’, on trouve de suite qu’elle est égale a 
(phy — Aka) (ax+ cy), 

ce qui montre que |’on doit avoir 

(k) uhy—Aka=t. 


Inversement, si l’on peut trouver des nombres entiers i, wv, 2, 
y, h, k tels que Von ait 


Nib} = 08) phy —hka=y1, 


iy 


le probléme sera résolu; car, une fois ces entiers trouyés, si l’on 
détermine {, 6 par les équations (h) eta’, 8’, y', 3’ par les for- 
mules (2), il résulte de analyse précédente que les relations (a) 
et (d) entraineront les relations (a’). 

On voit, a cause de (k), que 4, » doivent étre choisis premiers 
entre eux; on décomposera donc @ en un produit de deux fac- 
teurs i, ». premiers entre eux; on choisira ensuite des entiers h, k 
de facon que les entiers pf et Ak soient premiers entre eux; enfin 


on choisira a, y de maniére a satisfaire a ’équation 
phy—\ka=t. 


On peut prendre en particulier } = ad — be, p=1. 


132. Supposons maintenant que a etc ne soient pas premiers 
entre eux, mais que a, b, c, d aient pour plus grand commun di- 
viseur l’unité. 

On commencera par substituer 4 w,, ©; des nombres propre- 


ment équivalents w\’, w')’, définis par les équations 


wo, = pw!) + gu!??, 03 = rw\)-+ swi), 
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Py 7 1) 8 tant des entiers qui vérifient la relation 
Ps — qr =f. 

On aura alors 


Q, = awl!) + byw’, Q3 = eyo?) + dow}, 


en posant 
a = ap + br, by) = aq +bs, 


€¢) =cp + dr, dy = cq +ds. 


Or il est aisé de voir qu’on peut choisir les nombres p, 7 premiers 
entre eux de facon que dp, Cy soient premiers entre eux. II faut 
évidemment, pour cela, prendre 7 premier au plus grand commun 
diviseur de a et de c, puis p premier d’une part a 7, de lautre 
au plus grand commun diviseur de b et de d. Sip, r satisfont aces 
conditions, il est clair que ay, Cy ne peuvent avoir comme divi- 
seur commun un facteur premier divisant soit p, soit 7, soit le 
plus grand commun diviseur de } et d, soit le plus grand com- 
mun diviseur de a et c. Nous imposerons encore une autre condi- 
tionar. 

Décomposons @® en deux facteurs premiers entre eux A et B; 
A comprendra tous les facteurs premiers de @®, pris avec leurs 
exposants, qui divisent le plus grand commun diviseur de @ et c; 
B sera formé des autres facteurs premiers. Nous prendrons pour r 
un multiple de B, ce qui n’est évidemment pas contradictoire avec 
les autres conditions auxquelles p, 7 restent soumis. Mais, en éli- 
minant p entre les équations qui définissent a, Cy, on obtient 


ABr = acy — ca, 


ce qui montre qu’un diviseur premier de ay, Cy) devrait diviser A, B 
our. Cela est impossible, puisqu’il ne peut diviser ni 7, ni B qui 
est un diviseur de 7, ni A qui est composé des mémes facteurs 
premiers que le plus grand commun diyiseur entre a, c. 

Les nombres premiers entre eux p, 7 étant ainsi choisis, on 
choisira g, s parmi les entiers qui vérifient l’équation 


Lo aa 


et lon aura trouvé le couple (w'’, w\?’) satisfaisant aux conditions 
imposées. Des lors, puisque a), Cy sont premiers entre eux, on 
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pourra, comme il a été expliqué plus haut, trouver des nombres 
w, © proprement équivalents 4 w\", w et, par suite, A w,, Ws, 
et des nombres 9), 2, proprement équivalents 4 @,, 23 tels que 
les relations (a) entrainent les suivantes 


ae , atl ' 
S Oi = NOs, ens TOE 


i, » étant des entiers assujettis seulement a étre premiers entre 
eux el a avoir pour produit ad — be. 


133. Si enfin a, b, c, d ont un plus grand commun diviseur m, 
on écrira les relations (a) sous la forme 


a Cc 
Se SST = — 13 Oy OO OS 
rae aed 7) 2 m 4 


et on est assuré, par ce qui précéde, de l’existence d’un systéme 
(mo, mw’) proprement équivalent a (mw,, mw;) et dun sys- 
iy: A 


leme (Q/, @) proprement équivalent a (Q,, @;), tels que les rela- 
tions précédentes entrainent celles-ci : 


Sh Anus, OQ, = BMO@s, 


, p étant des entiers seulement assujettis a étre premiers entre 


? : - ad — be 7.9 . wee 
eux et a avoir pour produit a= eS D’ailleurs, si les systemes 


(mw,, M3) et (mw, mw) sont proprement équivalents, il est 
clair qu’il en est de méme des systé¢mes (w,, 3) el (w,, ;)- 
Puisque le plus grand commun diviseur de hm, pm est m et que 
le produit de ces deux nombres est ad — be, le théoréme énoncé 
au début est entiérement démontré. 


134. Nous allons chercher maintenant 4 exprimer les fonctions 
2W 


d, ©, p formées avec les périodes —— , 2; au moyen des fonctions 


7 

3, C, p formées avec les périodes 2,, 23; 2 est un enter positif. 
4 . Wy h 2 

Partons de lexpression de o (wu lez vs) décomposée en fac- 


teurs primaires (II, ) 
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ot l’on suppose 


Wy 
S = 24U— + 23, 
7 


et ou p, vy doivent prendre toutes les valeurs entieres positives, 
nulle ou négatives, a exclusion de la combinaison p = 0, v= 0. 
Nous allons grouper ensemble tous les facteurs primaires pour 
lesquels les nombres p sont congrus suivant le module nm; en mul- 
tipliant ensuite tous les produits relatifs a m nombres choisis arbi- 
trairement, mais tels que la différence de deux quelconques d’entre 
eux ne soit pas divisible par 7, il est clair que nous aurons em- 


: aoe ade w; 
ployé tous les facteurs primaires'de o( u = 2 Ws) et que cette 
/ 
‘i 
fonction sera égale au produit considéré. 
_ Soit d’abord — 7 un nombre entier quelconque non divisible 


par 2; les nombres p. congrus 4 — 7 suivant le module zn sont de 


la forme 
we=pn—r, 


ou pest un nombre entier quelconque; les valeurs correspon- 
dantes de s sont de la forme 


en supposant 
$= 2p'w, + 2VW3, 


et l’on aura tous les nombres s considérés en supposant que u!, y 
prennent toutes les valeurs entiéres sans exception. Le produit 
de tous les facteurs primaires correspondants sera 


> He ACEO . ) 
et la formule (V,), dont lusage est légitime puisque 27“! n’est 
Tt 


pas l'un des nombres s, montre que ce produit est égal a 


¢(utor— 

Tectsonys = A: ; 
Vt —W(2r St) 42 p(ar Se) 

——_—_—_— ¢ n 2 n 


( “) 
o(2ar— 
n 
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les fonctions ¢, , p étant formées au moyen du couple de pé- 
riodes 20,4, 23. 

Quant aux facteurs primaires pour lesquels p. est divisible par 
mn, en comprenant le facteur w parmi eux, on voit de suite que 
leur produit est égal a ¢w; ona donc, en désignant pars, 72, .-., 
Pp—1, 7 —1 nombres enters tels qu’aucun d’eux ne soit divisible 
parr, non plus que la différence de deux quelconques d’entre eux 


FOndps EN 2 SYS 2Trw 
wy (2701 amy 27H, eel pee a 1 
On wh ( n )s NON Ta ) rl n 
O(uU|—>» wW3) =e WW) (r) Cu ——_—_—_—_——— , 
n | [ 274 
lias Wis 
: 7L 


oye 2rw 
135. En vertu de la périodicité, p( = ‘) ne change pas quand 


(7 =71, Ta, +++) Tn—1)- 


on augmente 7 d’un multiple entier de n; par conséquent 


Ss 2PW4 
8) 

J nv 
(r) 


ne change pas quand on substitue aux nombres 7 d’autres enters 
satisfaisant aux mémes conditions; si done on pose 


hs 204 414 (2n — 2), 
2Py=p (224) +p () est p [OR =O |, 


on aura 


] 


ChE N 
(XXI;, ) YS) SSH ey (PSPRiRy acoprawe 
(7) 


De méme, a cause de la formule (VI,), expression 


¢ 2rw4 271 
n n 


ne change pas quand on augmente 7 d’un multiple entier den; 


donc l’expression 
2ro4 >» arn, 
me nh i 


(7) (7) 


ne change pas quand on substitue aux nombres r d’autres entiers 
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satisfaisant aux mémes conditions; sil’on prend pour ces nombres 


n—I 7u— Ua 
emi, conn SUsy Sela e Spey oto ag Se A 
2 


> — 


w 


nv 
=i = oe ee Or coor) Soe tig ae po on aries <> 1 sage 


w 
b& 


suivant que est impair ou pair, on voit, en se rappelant que € 
est une fonction impaire et que l’ona Gw,= 7, que Ja quanuité pré- 
cédente est toujours nulle; on peut done écrire 


r De fale) 
Os 1 
1 yt re P, o(u+ 

Wy N ee 5 iv 


—,u;)=e ou 4 j caer Rep 
n o (27 

vo n 
On déduit de 1a, en prenant les dérivées logarithmiques, 


Ee Wy 2PW4 2rn 
(XXI,) C(w|—s03;)=Cut : Clu = _ ya +2UP,;3 
n n n 
ey 


(a7) 


(XXI,) ¢ (w 


puis, en prenant la dérivée par rapport a wu et changeant les 


signes ('), 
Wy 21 Wy 
( p(w Sts toy) = pt (us ) Ps 
- n n 
(XXI,) ‘ inh 


G; = 711,795 +623 Tete 


136. Nous poserons, conformément aux notations (XX,_5), 


(XXIg)_ mi = ¢( 2 


Te 


4 a | wy : == 
ice ; 3 = | 3 ane Ws; }, lly —~ Hg + H3 = 0, 
/ 7 


/ \ 


. wm, 1 
(XXIg) Ey =p(2 = 5 vs), i = p(s 


Wy 
rie 0s); BE; +E,+ E3=0. 


(*) Les formules (XXT) ont du étre données par M. Weierstrass dans ses Lecons 
de 1870-1871. Votr Vimportant Mémoire de M. Kiepert : Ueber Theilung und 
Transformation der elliptischen Functionen (Mathematische Annalen, t. XXVI, 
p. 369). La formule (XXI,) y est obtenue en prenant pour point de départ la 


Anzu . x . Ww . af 
considération des pdles de la fonction p(u Pa v,)§ Pégalité entre les deux 


membres est une conséquence facile du théoréme de Liouville; les formules 
(XXI,), (XXI,) sont ensuite obtenues par des intégrations successives. On verra 


plus tard que la formule (XXI,) est une conséquence immédiate du théoréme 
de M. Hermite sur la décomposition en éléments simples. 
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Le calcul des quantités Hy, #3 se fait sans difficulté. On a(XXI; ) 


2PWwy, 2rt1 
H3 = 003 + St (o+ 5 \-> a + 203P, 
(rn) 


(7) 


ou, en vertu des relations (XII; ), 


27rw NT Aa 9 
W3 = 43 -+ (2 —1)43 4+ yes = \— s W203 Pa; 
7 


(7) (r) 


Sy e( 2m 2m 
Ad ae n n 


Te) 


mais la somme 


est nulle, comme on le voit par un raisonnement semblable a 
celui quia été fait plus haut: on a donc 


(XXI;) Hg = 2743 -+203P,. 

1)’ ill ies . . m* i. os iy Wy 

UD ailleurs, puisque 7 est positit, les quantites Hy ee 2 ee et 
P : 4 TO ‘ 

“1 ©3 — 73 M1, Gui sont toutes deux égales aE ae sont de méme 


signe : elles sont donc égales. De leur égalité et de la formule 
précédente on déduit 


(XXI;) Fe et operas Sh 


137. On peut déduire de la formule fondamentale, par le chan- 


[Oy Wy i a 
gement de uw en u + Se On a 1, des expressions 


163) 


ae 0s) (¢ ==71,99). oN Onis 
il 


donnerons un peu plus loin un exemple de ce calcul; mais il est 


analogues pour les fonctions dy (« 


plus commode de déduire ces résultats des expressions de ces 
fonctions décomposées en facteurs primaires (XVII,), en em- 
ployant la méme marche que plus haut. 

Partons donc de la formule 
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ott l’on suppose 


O41 
S=2U— + 2VW3, 
n 


u., v devant prendre tous les syst¢mes de valeurs entiéres. Soient 
To: Ty Tay «++, Tas, 7 enters tels que la différence de deux quel- 
conques d’entre eux ne soit pas divisible par n; pour faire coin- 
cider ces notations avec les précédentes, il suffira de supposer 74 
divisible par n. Groupons ensemble, dans le produit infini, les 
facteurs primaires tels que les nombres p» soient congrus 4 — 7 
suivant le module 7; les valeurs de s auxquelles ils correspondent 
sont données par la formule 


’ W1 270); 
S = 21. W1+ 2VW3 2r a Nae ? 
Tv 1 


. . @® 
en sorte que, pour l’un de ces facteurs primaires, s — — peut 
Tt 
s écrire 


s—(ar-+1)—. 


Le nombre (ar--1) n’est Jamais congru a zéro suivant Je sys- 
teme de modules 2,, 2w3; quant aux nombres vw’, y, ils doivent 
prendre tous les systemes de valeurs entiéres; d’aprés la for- 
mule (V,), le produit de tous ces facteurs primaires sera donc 


égal a 


NP Si 
Tl n 
aaa 
a o (27 tw) 
nr 


multiplié par une puissance de e dont lexposant sera 


E,u? ue 2r+t eS ar+t 
—_—— —_ ——w —- D | ——— w 
2 iv : 2 J 7v Be 
(7) (7) 


(7 = Pq, Tl, 2+ +) Pn—-1 )e 


> (Ci nos T1, esa 
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. . Ww 
D’ailleurs l’expression (XXI,) de p (u | a v3) montre que l’on a 
| 
Dias 1 
a= p( wo) Pa, (PS Rip ly Goa Mpa) 
(r) 


Pexposant de e se réduit donc a 


arti 
Pyw—u> (7 oi). 
n 


(7) 


; ae ea Tr : 
Quant a la quantité ys w) , on démontrera qu’elle est 
(r) 


, x or+t 4 4 
égale a S ——— 7, soit directement, comme plus haut, pour une 
rv 
(r) 


. . 4 , . 
somme analogue, soit en faisant u= — dans lexpression de 


Wy] os peat nloce eonlee ve 2 22R pen: 
lia =? Os), qui devient alors égale a Hy, OU a 44+ ae P,. Fina- 
/ 
lement on a donc 
Ir+1 277-1 
—u se ay + Pye o(u+ or) 
7 Ww . 
(XXI,) O71 (u =O 0) =e (7) 


ll : 
2r+t 
(7) o( os) 
nr 
iP (Can iRilg Bonn Aen 


Mais on a aussi 


Desa NPA 
n 7 


2r+i {ort+i—n 
o | ——— o (| ———- ©, + 0 
nr nr 
2r+i—n 
o,(u+ ——— w, 
nv 
= emu 


? 
2r+i—n 
oy ( —————— ©) 
n 


a cause de la formule (XII;), et par conséquent on peut encore 
écrire 


@r+i—n e PPS 1 

- =u yt Pe om (w+ ——_—~ 
ae wW3})=e (7) 

7 


(XXI7)  o (1 


138. Si de méme on remplace dans la formule (XVII,) « par 2. 
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3) ; 3) mee ; 
W, par = (ce qui change s ens = 2p. = + 2404), puis, simulta- 


nément, w par — u ets par —s, on reconnait que le produit des fac- 
teurs primaires qui correspondent aux nombres p = — r(mod.n), 
c’est-a-dire aux indices s pour lesquels on a 


est égal au produit de 


DM fe =e Vi IY P SS Vi i 
O| &- rr te W3 O( ut ; W1 Wo 
Ti 


Die 2r4+-I—n7n \ 
Ae g (A oes 
. iv 


n 
I2r+i—n 
2 | —————_-0) 
nr 


par une puissance de e dont l’exposant est 


o4(u+ 


or+i—n ) 
= ea — 


\ 


(Tea u? Or+t 
= WNE|| =O Se Oy |) SS = 0 a Ot 
Nw / 2 nr 


On a d’ailleurs 


z Dy pa MN 
2p Ph arg —2Py, 


(7) 
I2r+i 2r+1i—n 
¢ ( ——— 0; + 3) = s ¢ ( —————- w  — 9 
nr nr ¥ 
(c755) 


aah 


(i = T9, Fay ey Oe 


et l’on trouve, toujours par le méme mode de raisonnement, 


¢ aha Eales 5 IM jb ft; 

2 as i 5 
> n : > n ae 
(r) 


(r) 


en effet, le premier membre ne dépend manifestement pas du sys- 


t¢me de nombres incongrus (modulo n) choisis POUTIT oan 


LA FONCTION OW ET LES FONCTIONS QUI EN DERIVENT. 229 


rn_1, el l'on vérifie de suite que les deux sommes sont nulles, 
comme se composant de termes égaux et de signes contraires 
quand on prend pour ces nombres 0, 1, 2, ..., m—1. 

On a donc finalement 


* 


Qr+1— 2 = 7 
—u pe “Hep, Oo| &- ————-_ 
| a n 
—,W3)=e () 

7 


(XXIy) 


(7 = 109,14 Ais terme 9 Ta—1)> 


Enfin on trouve de méme 


/ D> 
A =u” +P, o3 (w = i 1) 
4 
ee o3(uU|—, is.) == 6 (7) —— 
x) ( 


(7 = 105 71) +++) Pn—1) 


139. Les formules qui précédent peuvent étre transformées de 
diverses maniéres; mais, pour ces transformations, il convient de 
distinguer le cas ot nest pair de celui ott il est impair. 

Tl suffit d’ailleurs de considérer le cas ou n est impair (‘) et 
celui ot n = 2. En effet, si l’on sait exprimer les fonctions formées 


Pons 2W1 . , 
avec les périodes ——? 23 au moyen des fonctions formées avec 


les périodes 2,, 2w3 dans ces deux cas, on le saura toujours. 


140. Soit d’abord n= 2. Nous supposerons, pour ce qui re- 
garde les fonctions ¢, %, p, que l’on prenne 7, =1; on aura d’ail- 
leurs 2P, = e,; donc 


2 
| Wy =, — c(uU + w);) 
=— 9 (Ws é L —<—————————<———._ = 
2 


Tw, 


| <(u 
(XXII) 4 
| =e? ouvpu—e; 


(XXII) e(w 


Ww 
a 3) = eu Cu Ga 


(€2— 1) (es — @1) 
pu—eé; 


(XXII3) p(w — vs) =pu+p(u+o)—e =put 


(’) Il suffirait méme manifestement de ne considérer que le cas oll 7 est pre- 
mier impair, mais les formules qui suivent immédiatement ne seraient en rien 
simplifiées si nous faisions cette restriction. 
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Ces deux derniéres formules donnent le moyen de calculer uy, 
H3, E;, £3 et l’on trouve successivement 


Wy, | Wy 1 Wy 
sg =| =p Ga |) == ase 
1 c/ ales? :) 1 wo 
(XXII, ) 
¢ Wy, 
H3 = ¢{ 3 ie W3 } = 243 + €10)3; 
(XXII; ) E3 = PW3 + p(w3+ 4 ) — & => 63+ €g — @;) => — 224), 
W1 301 4 (@,—e,)(€3— 1). 
Ej; =p—+p —¢é,= - 5 
2 2 2 ona 
pas 1 
‘ \ ° WE Wy 
(Wot, en se reportant a l’expression (XIV;) de Ps? 


(XXII) Ey = €;+ 2 /e;— €2/e1— 63. 
Enfin, puisque £,-+ r+ £3 doit étre nul, on aura 


(XXII; ) EE, = Ei Cp ey WiC rae. 3ts 


formule quil serait d’ailleurs aisé d’obtenir directement. 


La fonction y = pu vérifie ?équation différentielle 


dy \* 
du 


5 ( f—05) (7 — es). es); 


la fonction 
(@3— AINE Ae 
Same El 


a 
II 


4 
doit done vérifier Péquation différentielle 

=~\2 
(Ja) = ie —81)(s— ma) (388), 


résullat que le lecteur pourra établir directement. 


141. Dans les formules relatives aux fonctions ¢,, Gx, 03, nous 
supposerons 7°) = 0, 7;=1. On aura alors 


rs W4 Oy 
MON (A) ov (as 
Wy er a) 2, 
) 20g 
2, 


W1 


3: 


Ww 


2 
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En tenant compte de l’égalité (XV.) pour a= et ar, 
2 


Wy Wy Wy P a sUy 
om (u+ st) om] (u— 1) = Ui — (€;— 2) (€1— €3) 2 Uo? —, 
, 2 


des relauons entre les carrés des fonctions du, ¢,u et la fonc- 


: , 19) 
tion pw, enfin de la valeur trouvée pour p= (XVI,), on trouve 


sans peine les formules 


On 
| z 2 ee 
Ww Gull : 2 
S1(U|—» 03) =e 2 ofu — (€;— €2)(€1— @3) o2u 
2 oe 
Sia, 
eye ( 
= €;— 2) (@1— @3) 
-_ 2 v2 sa a 2 
= € v7 u ie o 
7x7 ed 
(XXIII) PS 
em? 
=¢ 2 (isth =) Opes es Ve,— €302u) 
_ pr Vem eth — 1 — €393U 


Ve1— & —Ver— es 
e,t? 


= 22 (piu eq — Vv e1— es VY é1— 3) O2U. 


De méme 


Cette expression peut se transformer de diverses manieéres ; par 
exemple, en remarquant que l’égalité (XV), dans laquelle on a 


s : ex =_— (eg e nee 
permute uw et a, devient, pour a= > eLa=2,p=1,yY=), 


03) (0) W1 . Wy 
z(u+ St) ox(u—S) =e tt ae ener OA OS > 
= 2 2 2 2 


we 


on trouve 


2 
eyue Ch gem 
Wy Ee > 32 
Go{u| —> 03) =e 2 oF uU + (€4— €2) < u 
2, 2 1 
o2 — 
no 
Wy 
e,ur Die acs 
za 9 
=e * 2 uw + ———— (€1— €2)9?u 
2 
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Aprés des réductions faciles et en faisant usage successivement 
des égalités (XVI,), (XIV), (XI,), on trouve encore 


en 
oy) (u “1, 0) == e? (o2u + Vey— eg Ve €302U) 


CXXIII) | ult Vey— @303U+ Ve C202U 
Ver— Cam Vei— es 


\ = 2 o2u (pu — ey+ V/ei— €: /e1 — 63). 


Enfin on aura 


en? eye? 
4 Sys o3(U + 0) — 
=< tUs OYE I orereae reread saat 
2) 9304 


T2UT3U 


| o3 (u 
(XXI;) ¢ 


=e? o7u ~pu— es VY pu— é3. 


Dans ces diverses formules les radicaux ont le sens précis qui a 
été adopté au n° 1114 et elles ne supposent rien sur le signe de la 
partie imaginaire du rapport des périodes. 


142. On pourrait obtenir de la méme facon les formules rela- 
; ° 163) w . , 
tives aux fonctions 3(u [ 4, “2, du (u [w4, “)5 mais on les dé- 


duit des précédentes, en remarquant que l’on a 


Ws W3 
oe (u|w,,—)=o7 (ul—> o, 
2 2 


n 2 


eS | 3 ay Ws 
4 C2) Wy =) S31 | —— >) 
? 9 3 2, Betty) 
Ws W3 
Go(U|W,, — |) = oe( UU) —> 4 
2 2 
W3 Ws :. 
O3( ul wm,,—)= —, m}, 
2 2 


en sorte qu’on obtiendra les formules cherchées en échangeant les 


OX 
eS 
~ 


mdices 1 et 3 et laissant indice 2 invariable; il faut toutefois, si 


l'on veut n’écrire jamais que les radicaux Vlei — eo, Ver — 3, 


\/e2— 3, Lenir compte, aprés avoir fait cet échange, des formules 
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(XII), (X¢); on obtient ainsi 


eg? gt? 
w Soule 
(XXIV,) ¢(ulo, 2) =e CU G3U=e? SuYVpu—e3, 


Fe W: 
(XXIV,) (uj or, “:) = €3U+ Cut Cu, 
W; €1— €3) (€2—e 
(XXIV3;) p(ujos “) Seq eRe eee Bae C8) a3) 
i 2 pu— es 
{ / W3 
| eee Or] Oni = 21+ 301, 
(XXIV, ) 
W3 W3 E303. 
[mae (2 oy, 2) Sap UE serra 
Ws ) 
BY = p(w lon) == 263) 
3 | : 
By =p (m+ WI, =) = €;— 2/e1— €3 Vex— 63, 
(XXIV;) = 
iD re el ee 
3 J 9 1) 2 
Ws 33 
\ aid Cea Sr agian = €3+ 2/e,— 3 Ve2— 3 
OL 


Call Call 
y 0; Sone P 
(XXVi) oy (ulon “1) =e? syucgu=e? stuVpu—e Vpu— éa, 
2 


\ ne 
cceeae (c2u+ Ve,— €3 Ve, — €302u) 


(XXV2) we Ver— eso} u— 3 
Va— CR = é3 
Cyt? 


=e? ou(pu—ez,+ Ver— e3 yen e3), 
w ete 
eae (62 a Viegoes V execu) 


(XXV3) ae V 61 — €,03U + Ve,— e307 U 


Vee é3 + i én €3 


@ yt? 


ene? Gu pu e,— /e,— €;.-ee— 3). 


143. Supposons maintenant 7 impair. 
Les formules qui donnent les expressions de 


Wy 
ga(u |S, ws); (CES OR) 


/ 
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peuvent alors étre comprises dans une formule unique. En effet, 
les n nombres 27 -+1— 7, (7 = 75,75, «-«5 Troi), Gul ligurens 
dans deux d’entre elles, sont tous des nombres pairs et la diffé- 
rence de deux quelconques d’entre eux n’est pas divisible par n; 
il en résulte que les m nombres 27 -+- 1 — n peuvent étre regardés 
comme formant un systéme complet de nombres incongrus (mo- 
dulo n), absolument comme les nombres 7; inyersement les élé- 
ments d’un tel systéme peuvent toujours étre mis sous la forme 
précédente, en sorte que rien n’empéche d’écrire les trois for- 
mules (XXI,_,) sous la forme unique 


. 2 ’ / TF. 

. —uyaa ater, Gy(u+ —o 4 
On , i 
—3 Ws} =e 1) 
n 


(T= 70) M1, +02) Ta), (% =1, 2, 3). 


On peut encore supposer 7) = 0, les NOMDLES 771.547 oe lee ee ee 
étant alors incongrus entre eux el incongrus a zéro (modulo n); 
alors les quatre formules relatives a 


prennent la forme trés symétrique 


f y2r 27 
ray Pee Vet o eT aes 
z(u)St 0) =e (r) zu | | —--— 
rv c 
(77) ¢( 01) 
(XXVI,) RS 
uy n,+ueP, Sq ( U-+- —W, 
Wy Rae nv 
Tu(u|—-» 03) =e (r) Full +, 
Ti 


(r= Use ky 209 Tn—1)s (a =1, 2, 3). 


Dans ces formules figurent n —1 nombres pairs 27 qui sont 
assujettis a la seule condition qu’aucun d’eux n'est divisible par n, 
non plus que la différence de deux quelconques d’entre eux. On 
pourrait, en détruisant a la vérité un peu la symétrie, introduire 
aussi bien mn —1 nombres impairs 27 —1 assujettis exactement 


aux mémes conditions; il suffira pour cela de remplacer, dans les 
OU 


PZ , r 2r s 
formules précédentes, — 1 par w, + , et d’appliquer les 


7L 
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formules (XII;) relatives 4 l’addition d’une demi-période; on 
trouvera sans peine, en observant que les n —1 nombres 27 —1 
sont tous des nombres impairs et que la différence de deux quel- 
conques d’entre eux n’est pas divisible par n, de méme que les 
n— 1 nombres 27 — 71, 


a 
- as tn ueP, o (u =a 0) 
ai(u Fay aa o1uU 7 
\ ON a | 
GO AH (See EI 
‘ n 
(XXVIL) 
1 igieramer | 
; Seen P, a3 (u+ or) 
w 7 
oo( u — 7 Ws | =e W) Oa ? 
\ 2 
(7) 3 n 1 
2 DTP 
SS see z3(u+ = 01) 
| O3(u%|—>W3}) =e Oo 
| a( ? s) 3 ae 
| (7) 2 n 1 


On pourra prendre, par exemple, pour les n—1 nombres 
2r —1 la suite 


—n-+-2, —n+4, ..., —3; —1, 1, 3, ..., N—4, N—2. 
144. Si dans les formules (XX VI,) on prend pour les nombres 


2r la suite 


—n+t, —n+3, ..., —2; 2, 4, ---, N—T, 


elles deviennent 


OH Oe 
Ol U-+ —wW, | o (| uw — — 
Wy 5 nr n 
—ehgu =o Se Ee ee eee 


z(u ; es 

7 2 
— 62 (uw, 

(r) (= 
S OT x or ) 
( u+ —w u——, 

oe fe To Ft aoe Ps 

Six (ae =e gqu | ‘ 


enh 

heat 2 ane \ 
: Fall tO 
22) a\ on 


n—t 
NT Ee) NN eames . 


Il n’est pas méme nécessaire de spécialiser autant les valeurs dev. 


(XXVI,) 
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tt 


Choisissons, en effet nombres 7,275, .265 7 tels qu’aucun 
? ) 1) Sp tf Os) haste 


2 
deux ne soit divisible par n, non plus que la différence ou la 


somme de deux d’entre eux; cela est toujours possible, puisque les 
—S" 


n : _ aes ; : 
nombres 1,2, ..., salisfont a ces conditions; il est clair que, 


parmi les n —1 nombres 


Litine At ye oar Ua euylen Geetha Ay cue CG ihe 


aucun ne sera divisible par n, non plus que Ja différence de deux 
quelconques d’entre eux. En prenant ces m—1 nombres pour 
Py 125 +++) nt, On arrive évidemment aux mémes formules que 
précédemment; seulement 7, au lieu de prendre les valeurs 1, 


fi . 
ees , doit prendre les valeurs 7,, 72, ...5 7 
2 


= Ne 


Ceci posé, les formules précédentes montrent clairement que 


(2) 10>) ° 
oo wa); Oy Gr vs) s’expriment, sauf le 
u2P, 


les fonctions ¢(u 


facteur exponentiel e’“’™, en fonction enliére de cu, o,u. Ona, 


par exemple, en tenant compte des relations (VII,, XI,), 


/ 4 565 Dar 
[| o (u == 0) = enkian ay ti [pe—p (= ») | 
n R . nr 
(7) 
5 2 
= el@Pi gn wf | Tau ( we 
(XXVI,) oe (22 ) 


(r) 


4 : n : 
= e’Pigu E ( 72 UW — —————— 52 
PJ 
v2 
oS 


\ (e2)] 


De méme, en tenant compte de la relation (XV.) pour 


DAI he . - 
d= —-w, et de la relation (XI,), on trouve 


Ni 
ou(u = Ws ) 
) 
or 
7 (%o,) 
Soa o2 u—(€g—e8 )(€Eg—e, a Ue 
(XXVI5) I] UNS are ee ve ey 
(7) oo Pic 


=e"Mo,ucr—ly 4 | pu — €y kei S8)( Cal Tey) 
or 
. Shy, |) 
| (") (2 :) oa 


(XXVII,) 
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Dans ces diverses formules, 7 doit prendre les valeurs 1, 2, . 
1 —— J 


oar) 


ou, sil’on veut, les valeurs7,,72,...,7,_, définies plus haut. 


2 
On pourrait transformer, d’une facon analogue, les formules ot 


a ° . . 204 A 
figurent des multiples impairs de ay LOU S MES OMS y arreterons 


Tv 
pas. 


145. Enfin, comme rien dans ce qui précéde ne distingne les 


périodes w,, 3, on peut, en échangeant les indices 1 et 3 et lais- 
sant invariable Vindice 2, écrire 


/ ar Dip 
21S eee o(u+ — W3 
W3 pe nr 
Cnlata(@y. — |e="e" 7) Ou Se 
n Due 
(r) o (= v3) 
n 
(XXVIII) < ee 2 
\ —u dj —13+12Ps ee @ S= —= @) 
Ws Re Iv 
| BO — l= Cyt = ) 
——— 18) 
We) x( n :) 
‘ (a =1, 2, 3) 


Dans ces formules, r doit prendre n—1 valeurs 7,, rz, -.--, 
rn_1, dont aucune ne soit divisible par 2 non plus que la diffé- 
rence de deux quelconques d’entre elles. 


Ul est facile d’établir les relations 


, uj = ny + 20 Ps, 
(XXVIT3) i . 2,03 P 
a a es 


Quant a Py, il est défini par l’égalité 


(XXVII,) 2Ps= Sp (Ses). 
(") ; 


On peut écrire aussi 


co 
co 
ow 
Cc 
Re 
Pe 
~|[w 
S/e]s 
iS 
roy 
Se: 
a 
nS} 


(7 


we 
4 / | 2 : 
oy u|o4,— — Psa gu nu — ae uU ty 
Tu 55) 2, 
eye W3 
Tv 


/ Gan i ; 
Fa(wlos ) ea EtUks Fu | ; OU — (€g — 8) (ea — ey) 


7) o 


Rw 
|S 
Sie ~ 

cy ISN 

© 

oa 
Nota 
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a 
valeurs dont aucune ne 


Dans ces formules, 7 doit prendre 


soit divisible par n non plus que la somme ou la différence de 
deux quelconques d’entre elles. 
Si l’on porte Vattention sur la formule 


Wy ap NT, 
Oo ( U| —> ws) =e *16°U pu—p ea 9 
nm : 


(7) 
on voit que la solution du probléme posé ne dépend plus que de 
la recherche de la quantilé 


Ee 204 4o4 ed 
Pi=p()+p(St)+..+P| ss ) 


et des fonctions symétriques des quantités dont P, est la somme, 
fonctions symétriques qui entrent dans le produit qui figure dans 
le second membre. C’est JA un probléme d’Algébre, sur lequel 
nous aurons a revenir plus tard, et dont la solution, lorsque 7 est 
premier, dépend d’une équation de degré n+ 1. 


146. Les pages qui précédent mettent en évidence l’importance 
de Vopération qui consiste a substituer au couple de demi-pé- 
riodes (,, 3) le couple (aw, + Bw 3, yw, + 63). Nous aurons 
besoin plus tard de connaitre quelques notations et propositions 
concernant la théorie de ces substitutions; nous les rassemblerons, 
a la fin de ce Chapitre, dans les numéros qui suivent, afin de ne 
pas étre obligés, quand nous aurons 4 les invoquer, d’interrompre 
la suite naturelle des raisonnements. 

Désignons par #, y deux quantités quelconques; ce seront, si 
Pon veut, des indéterminées, ou bien, comme dans les n° 123 et 
suivants, des nombres a rapport imaginaire. Nous appellerons sub- 
stitution (') Popération qui consiste a remplacer ces quantités x, v 
par deux autres qui en soient des fonctions linéaires a coefficients 
déterminés et de déterminant non nul; si, par exemple, nous'rem- 


plagons x, y respectivement par ax + By, yx + dy, nous dési- 


(') Le mot substitution a une signification beaucoup plus générale que nous 
n’avons pas a développer ici. 
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gnerons cetle opération par le symbole 


Nous emploierons souvent une seule lettre pour désigner la 
méme opération; si nous écrivons, par exemple, 


\ 


nous entendrons simplement que lopération S est la méme que 


Popération 
a 8 
Ve 8 ‘ 


Si nous effectuons cette opération sur x, y et si nous effectuons 
ensuite sur les quanlités ax + By, yx + dy, l’opération 


cela reviendra a remplacer az + By, yx + dy par 


al (aw + By) + B(ya+ by) = (ala + Biy)e+ (a'B + B'8)y, 


i) 


Y(aatBy)+ v(yo+ oy) =(ya+ Vy)e+ (78+ 08)y, 


et lon aura finalement remplacé x, y par les seconds membres 
des équations précédentes, c’est-a-dire qu’on aura effectué sur 
x, y Vopération 

( aa+tBiy a’ B+ B'S ) 


Yatdy yB+0'6 


La double opération qui consiste a effectuer sur x, y Popéra- 
tion S, puis sur les quantités qui remplacent alors x, y l’opéra- 
tion S!, s’écrit 


ae aaa: wat Bly oP +83 
ee aac jee Baye Sy ea ee) 
les opérations s’effectuant dans le sens indiqué par leurs symboles 


en allant de la droite vers la gauche. Le déterminant de la substi- 
tution S/S est égal au produit des déterminants des substitutions 
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S et S’/. Il est essentiel de remarquer que les deux symboles S'S 
et SS! désignent en général des opérations différentes. 
Si S” est un troisiéme symbole de substitution 


a’ 
1" Nl ) 
on désignera par le symbole 
Ss) 


Vopération qui consiste a effectuer sur x, y lopération S, puis sur 
les quantités ainsi obtenues l’opération S/, puis sur les résultats 
lopération S”, ce qui donne finalement 


a"[(a’a + Bly)a + (a' B+ B'd)y] + B’[(y'a + Oy)a + (7/8 +6'8)y], 
y"[(a’a + By)e + (a’B + B'S)y] + 8" [(y'a + Sy) ae + (7B + 88) 7). 


Cela revient encore a effectuer sur x, y une certaine substitution 
linéaire dont il est bien aisé de calculer les coefficients. 

Les substitutions S/S, S"S‘S sont dites composées avec les sub- 
sututions S, S’ ou S, S‘, 8”. Il est clair que la notion de composi- 
tion peut s’‘étendre de proche en proche a un nombre quelconque 
de substitutions. 

SiS’ et S représentent la méme opération, c’est-a-dire si, en 
conservant les notations antérieures, on suppose 


a’ = a, B’ = B, = Ves 0! = 0 
(ce que l’on écrit plus rapidement S’= S), on convient d’écrire S2 
ala place de SS; de méme 5S? a le méme sens que SSS. On com- 
prend dés lors ce que signifie un symbole tel que 


IP, QU Ps QIp ? 
S PsS"P28'18?P, 


ol P, Pr, P2, P3 sont des nombres entiers positifs; on doit effec- 
tuer sur 2, y Vopération S une premiére fois, puis encore cette 
méme opération sur les résultats, etc., en tout, p fois; puis, sur 
Jes résultats, Popération 5’ une premiére fois, sur les résultats 
encore la méme opération S! une seconde fois, etc., en tout 
p' fois, ete. 

Il est & remarquer qu’on peut écrire 


ysis) ==10) (Geis), DS = 0875 8), 
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les parenthéses indiquant que les opérations multiples dont elles 
enferment les symboles doivent étre remplacées par une seule opé- 
ration : la premiére égalité n’exprime pas autre chose que la défi- 
nition méme du symbole S’S/S; la deuxiéme veut dire que Vopé- 
ration S’S/S revient a effectuer d@abord l’opération S, puis, sur 
les résultats, l’opération S’S/. Cela est a peu prés évident, et se vé- 
rifie d’ailleurs sans difficulté. 

Il résulte aisément de la que, dans un produit symbolique de 


substitutions, on peut grouper ensemble plusieurs facteurs consé- 
culifs (*), 


147. En supposant toujours 


io 2) 

| 
ag Sai 
lee 
Oo? 


); 


tel que l’on ait 
See: 
\ / 


On voit alors, par ce qui précéde, que les nombres a’, 8’, y', 0! 
sont déterminés par les quatre équations 


Yr ' Ri> 

gat PBy=t a 0-130 6 
t 0 i t 5) 
» rk ard 

Vig4t-9 = 0, + p= 0 Oat. 


En résolvant les deux premiéres par rapport a a’, 6’ et les deux 


(7) En conservant les mémes notations, l’opération précédente S”S’S, par 
exemple, peut étre définie d’une facon un peu différente : on suppose que les 
opérations partielles que l’on ya décrire s’effectuent non plus de droite a gauche, 
mais bien de gauche a droite. 

Partons des formes linéaires a”a2 + 8" y, y"a2 + 6"y, dont les coefficients sont 
les éléments du premier symbole (en partant de la gauche) S”; remplacons-y les 
variables z, y par les expressions linéaires «'x + 8'y, y'x + 0’y, dont les coeffi- 
cients sont les éléments du second symbole S’; puis, dans les formes transformées, 
mettons encore, a la place de z, vy, les expressions linéaires ax +6 y, ya + dy 
dont les coefficients sont les éléments du troisiéme symbole S; les coefficients des 
formes finales seront les éléments du symbole composé S’S'S. 
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autres par rapport ay’, 6’ et en désignant par @ le déterminant 


® = ad — By, 
il vient 
oe ek 
®’ Uo 
Sta 
ree eras 
in 


Il importe de remarquer que la substitution inverse de S~! 
est S; en d’autres termes, on a 


Gale Got | pee mens 
0) I 


ie ade ; 120 
On désigne par S® la substitution zdentique ( ), qui n’al- 
© ii, 
tére pas les variables. 


Le symbole S” a été défini pour n entier positif ou nul; on 
convient de donner au symbole S~” le méme sens qu’a (S~')”. I 
est aisé de voir que, quels que soient les entiers positifs, nuls ou 
négatifs, m etn, ona 

Sm Sn = Smen, 


Cette égalité est évidente quand m, n sont positifs ou nuls; bor- 
nons-nous donc a établir Pégalité 


riser aiae | et at 
rs 


dot il est aisé de déduire ensuite les autres cas. En supposant 
par exemple nm = 3, on aura 


335-3 = SSS5-18-15—1 — BS (SS-!)S-18-1- 


comme SS~' = S$? est la substitution identique, on peut évidem- 
ment la supprimer et l’on a ensuite 


SSS-!S-1 = $(SS-1)$-1 — SS-1 = 80; 


le raisonnement est général. 
Observons encore que légalité 


SSS aa, 
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ot S, S’, 8”, T sont des symboles de substitution, entraine l’éga- 
lité 
S" = TS-1S'-1; 


on ure, en effet, de la premiére égalité 
1S) ol et Sat Se WS aT Sau 
et le premier membre peut s’écrire successivement 
Seg) s l= 5 8 Sat =57(5' St) = 8”. 
La méme égalité entraine la suivante : 


S=S'-18’-1T. 


148. Les substitutions de cette nature, a coefficients entiers, a 
déterminant + 1, jouent, comme on l’a déja vu aux n® 124 et sui- 
vants, un role particuliérement important : elles méritent de nous 
arréter quelque peu. D’abord, on voit qu’en composant entre 
elles deux pareilles substitutions, on trouve une substitution qui 
appartient au méme type, puisque les coefficients en sont encore 
entiers et que son déterminant est égal 4 un comme produit des 
déterminants des substitutions proposées. 

Parmi les substitutions de ce type, on peut signaler les sui- 
vantes : 


“AS0 ae ene meet ene: 


{l est trés remarquable qu’on puisse les obtenir toutes en com- 
binant deux de celles-la, les deux premiéres, par exemple, et leurs 
puissances positives et négatives. 

Que la derniére se raméne aux deux premiéres, c’est ce qui 
résulte de identité, bien facile a vérifier, 


View Wels 
On tire de la 
Vt = TUT. 


Par suite, toute puissance positive ou négative de V s’exprimera 
en composant les substitutions T, U et leurs puissances. 
Avant de démontrer la proposition énoncée, observons tout 
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@abord que l’on a 


Cre 6 a (6 a (Rte oe 
ta ce ie ee eee 
+00 ys 8 ae tee 
On tire aisément de ces derniéres égalités 


ee nye fatnp 6 
ie oie =u ie, 5a) 


Nc | \ 


et, en particulier, 


ii TO ce 
uel ry det Hil SO \Goeeaae ec 


Ces diverses relations sont d’ailleurs vraies, que ” soit positif ou 
négatif, 


149. Ceci posé, nous établirons la proposition que nous avons 
en vue dans un cas particulier auquel nous raménerons tous les 
autres, celui ou l’un des nombres a, 8 est nul. Puisque ao — By 
est égal a un, on doit avoir, si est nul, soit 

8 =a, = 15 
soit 


p=—1, iter 


et si 8 est nul, on doit avoir, soit 
soit 
On a donc a considérer les quatre substitutions 
fo) I OO Si “b @ f —T] fe) 
—7 6)" re font 4 ano ( yo 


ou y et 6 désignent des entiers positifs ou négatifs quelconques. 


LA FONCTION OW ET LES FONCTIONS QUI EN DE&RIVENT. 245 


La deuxiéme et la quatriéme se raménent a la premiére et a la 
troisiéme, puisque l’on a 


D’ailleurs, on a 


et, d’un autre cété, 


par conséquent 


( : Sane: 
it lo} 


Par suite, le théoreme est démontré, dans le cas ot |’un des 
nombres @, 8 est nul. 


150. Placons-nous maintenant dans le cas général. 


Lidentité 
a pis ( a—n3 6 
y 6 Sys 6 


a 
montre que Pon peut mettre ( : ) T-” sous la forme 
Ni 


ou a, est, en valeur absolue, le reste de la division de @ par 8. Si 
ce reste est nul, on s’arrétera Ja; sinon, on emploiera la relation 


(2 )e= (ca) 
v1 0 —o V1 y 


et, en multipliant 4 droite par une puissance convenable T~”:, on 
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mettra le second membre sous la forme 


Ce, 
Oy re 


ot 8, est, en valeur absolue, le reste de la division de — ( par a,, 
en sorte que l’on aura 


& P ) T-2UT-1 = ( Pics ), 

+ 8 by, 

CeCe 
Aes Ae) te AGI 


Si 8, est nul, le théoréme est vérifié, puisque alors la substitu- 


dot 


int 
On Te 


leurs puissances. Si 8, n’est pas nul, on continuera de la méme 


facon, et, comme a, est plus petit que 8, on parviendra toujours a 
y ) ? ee p J 
mettre la substitution proposée sous la forme annoncée, aprés un 


: a ' nebe! : 
tion ( Pa ) s'obtient en composant les substitutions T, U et 


nombre fini d’opérations. 
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